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الفصل الدراسي الثاني - القسم ا�ول
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Tangent of The Circle

 ������ �����  �������
في التمرينين (١-٢)، القطع المستقيمة تمس الدوائر،  مركز كل دائرة. أوجد قيمة س.
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في التمرينين (٣-٤)، حدّد ما إذا كان المستقيم مماسًا للدائرة التي مركزها و.
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في التمرينين (٥-٦)، حدّد ما إذا كانت الدائرة محاطة بمضلع (داخلة) أو محيطة بمضلع (خارجة).
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في التمرين (٧)، يحيط المضلعّ بدائرة. أوجد محيط المضلع.
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في التمرينين (٨-٩)، � �� مماس للدائرة. أوجد قيمة س.
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.ºمماس للدائرة في � ، �(�) = ٧٠ ��� في التمرينين (٦-٧)، 
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في التمارين (٨-١١)، اختر الإجابة الصحيحة:
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في التمرينين (٣-٤)، حدّد ما إذا كان كل زوج من المصفوفات التالية متساويًا أم لا. عللّ إجابتك.
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في التمرينين (١-٢)، أوجد ناتج كلّ مما يلي:
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في التمرينين (٣-٤)، استخدم الحساب الذهني أو الورقة والقلم أو الآلة الحاسبة لإيجاد الناتج:
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في التمارين (٥-٩)، اذكر ما إذا كان الجمع أو الطرح ممكناً أو غير ممكن مع تفسير إجابتك:
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في التمارين (١٠-١٣)، أوجد � في كل مما يلي:
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في التمرينين (٣-٤)، استخدم الحساب الذهني أو الورقة والقلم أو الآلة الحاسبة لإيجاد الناتج:
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في التمارين (٥-٩)، اذكر ما إذا كان الجمع أو الطرح ممكناً أو غير ممكن مع تفسير إجابتك:
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في التمارين (١٠-١٣)، أوجد � في كل مما يلي:
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الحساب الذهني: في التمارين (١-٤)، أوجد ناتج كلّ مما يلي:
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في التمارين (٦-٨)، استخدم الحساب الذهني أو الورقة والقلم لإيجاد ناتج كلّ مما يلي:
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في التمارين (١٠-١٢)، اختر الحساب الذهني أو الورقة والقلم أو الآلة الحاسبة لإيجاد ناتج كلّ مما يلي:
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الحساب الذهني: في التمارين (١-٤)، أوجد ناتج كلّ مما يلي:
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في التمارين (٦-٨)، استخدم الحساب الذهني أو الورقة والقلم لإيجاد ناتج كلّ مما يلي:
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في التمارين (١٠-١٢)، اختر الحساب الذهني أو الورقة والقلم أو الآلة الحاسبة لإيجاد ناتج كلّ مما يلي:
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في التمارين (١٣-١٦)، اذكر ما إذا كان الجمع أو الطرح ممكناً أو غير ممكن:
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في التمارين (١٧-٢٠)، أوجد س في كل مما يلي:
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في التمارين (١-٣)، أوجد ناتج ضرب كلّ مما يلي:
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في التمارين (٥-٩)، حدّد ما إذا كان الضرب معرّفاً أم لا.
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في التمارين (١٣-١٦)، اذكر ما إذا كان الجمع أو الطرح ممكناً أو غير ممكن:
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في التمارين (١٧-٢٠)، أوجد س في كل مما يلي:
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في التمارين (١-٣)، أوجد ناتج ضرب كلّ مما يلي:
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في التمارين (٥-٩)، حدّد ما إذا كان الضرب معرّفاً أم لا.
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في التمارين (١٠-١٢)، أوجد ناتج ضرب كلّ مما يلي:
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في التمارين (١٤-١٧)، استخدم المصفوفات �،   �،    �. نفذ العمليات المطلوبة إذا كانت معرّفة. وإذا كانت إحدى العمليات 
غير معرّفة فاكتب «غير معرّفة».
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في التمارين (١٠-١٢)، أوجد ناتج ضرب كلّ مما يلي:
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في التمارين (١٤-١٧)، استخدم المصفوفات �،   �،    �. نفذ العمليات المطلوبة إذا كانت معرّفة. وإذا كانت إحدى العمليات 
غير معرّفة فاكتب «غير معرّفة».
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في التمرين (٢١)، استخدم المصفوفات � ،  � ،  �� ، حدّد ما إذا كان التعبيران في الزوج التالي متساويين.
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 ������� ����� � �������
في التمارين (١-٤)، أوجد ناتج ضرب كلّ مما يلي:
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في التمارين (٥-٩)، حدّد ما إذا كان الضرب معرّفاً أم لا مع تفسير إجابتك.

� �  = �
�−
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�− �  = � � �
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    � × �  ���
    � × ��  ���
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إحدى  وإذا كانت  معرّفة.  إذا كانت  المطلوبة  العملياّت  نفذ  ثم   �   ،   �   ،   � المصفوفات  استخدم  التمارين (١٠-١٣)،  في 
العملياّت غير معرّفة فاكتب «غير معرّفة».
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������ ��� ?���������  � × �  , � ×  � ��
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في التمرين (٢١)، استخدم المصفوفات � ،  � ،  �� ، حدّد ما إذا كان التعبيران في الزوج التالي متساويين.
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في التمارين (١-٤)، أوجد ناتج ضرب كلّ مما يلي:
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في التمارين (٥-٩)، حدّد ما إذا كان الضرب معرّفاً أم لا مع تفسير إجابتك.
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إحدى  وإذا كانت  معرّفة.  إذا كانت  المطلوبة  العملياّت  نفذ  ثم   �   ،   �   ،   � المصفوفات  استخدم  التمارين (١٠-١٣)،  في 
العملياّت غير معرّفة فاكتب «غير معرّفة».
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� � �  ����M��� �����
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��� ��� ��� � ���� ������ ����M��� ���
�� �� �� � ���� ������ ����M��� ���   

  

:���� ��� � , � �� �� ���� ����  ����

�− �−
� �  = � �

�− ��   � ��
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في التمرين (١٧)، استخدم المصفوفات �  ، �، �� لتبين صحة العبارة.

� �
� �  = �� � �−

�− �  = � � �
� �  =  �

� �� × � + �� ×  � = �� × �� +  ��  ����
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  : ������� ��������   : ������ ���������� ���
�−�

�������� ���� ������ ������ �������
Identity Matrices and Inverse Matrix

������ ����� � �������
في التمرينين (١-٢)، بينّ أن كل مصفوفة هي نظير ضربي للمصفوفة الأخرى.

�− �
� �−   ,  � �

� �
 ���

 � �
� �   ,  

��� − ��
�� �

 ���

في التمارين (٣-٥)، أوجد محدّد كل مصفوفة.

� �
�− �−

 ���

�� ��
�� ��

 ���

� �
� �

 ���

في التمارين (٦-٩)، أوجد النظير الضربي لكل مصفوفة إن وجد، وإذا لم يوجد فاكتب «لا يوجد نظير ضربي» مع ذكر السبب.

�− �
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� �
�− �−
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في التمرين (١٧)، استخدم المصفوفات �  ، �، �� لتبين صحة العبارة.

� �
� �  = �� � �−

�− �  = � � �
� �  =  �

� �� × � + �� ×  � = �� × �� +  ��  ����

��

  : ������� ��������   : ������ ���������� ���
�−�

�������� ���� ������ ������ �������
Identity Matrices and Inverse Matrix

������ ����� � �������
في التمرينين (١-٢)، بينّ أن كل مصفوفة هي نظير ضربي للمصفوفة الأخرى.
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في التمارين (٣-٥)، أوجد محدّد كل مصفوفة.
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في التمارين (٦-٩)، أوجد النظير الضربي لكل مصفوفة إن وجد، وإذا لم يوجد فاكتب «لا يوجد نظير ضربي» مع ذكر السبب.
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في التمارين (١٠-١٢)، حلّ كل معادلة في س. وإذا كان من غير الممكن حلها، فاكتب السبب.

�− �
� �  = � × � ��

� �
 ����

�
�  = � × �− �

�− �
 ����

 �� ��
�� ��  = � �

� �  × �
 ����

في التمارين (١٣-١٥)، أوجد قيمة كل محدد.

� �
� �−

 ����

� �� −
� �−

 ����

� �
� �

 ����

في التمرينين (١٦-١٧)، هل كل مصفوفة هي نظير ضربي للمصفوفة الأخرى؟ اشرح إجابتك.
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 ������� ����� � �������
بينّ أن كل مصفوفة هي نظير ضربي للمصفوفة الأخرى.
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في التمارين (٢-٤)، أوجد محدّد كل مصفوفة.
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� �

 ��� ��� �
� ���

 ���

في التمارين (٥-٨)، أوجد النظير الضربي لكل مصفوفة إذا وجد، وإذا لم يوجد فاكتب «لا يوجد نظير ضربي».
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في التمارين (١٠-١٢)، حلّ كل معادلة في س. وإذا كان من غير الممكن حلها، فاكتب السبب.
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في التمارين (١٣-١٥)، أوجد قيمة كل محدد.
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في التمرينين (١٦-١٧)، هل كل مصفوفة هي نظير ضربي للمصفوفة الأخرى؟ اشرح إجابتك.
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بينّ أن كل مصفوفة هي نظير ضربي للمصفوفة الأخرى.
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في التمارين (٢-٤)، أوجد محدّد كل مصفوفة.
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في التمارين (٥-٨)، أوجد النظير الضربي لكل مصفوفة إذا وجد، وإذا لم يوجد فاكتب «لا يوجد نظير ضربي».
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في التمرينين (١٠-١١)، أوجد قيمة كل محدد.
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 ����

� �
� �

 ����
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  : ������� ��������   : ������ ���������� ���
�−�

���M� ������� �� ���� ��
Solving System of Two Linear Equations

 ������ �����  �������
في التمرينين (١-٢)، اكتب نظام المعادلات التالية على شكل معادلة مصفوفية محددًا مصفوفة المعاملات ومصفوفة المتغيرات 

ومصفوفة الثوابت.

� = � + �
.�− = �� − �

 ���

� = �� + ��
.� = � + �

 ���

في التمرينين (٣-٤)، اكتب المعادلات المصفوفية التالية على شكل نظام معادلات.

 �−
�

 = �
�

 × �− �
� �

 ���

 �
�−

 = �
�

 × � �
�− �−

 ���

في التمرينين (٥-٦)، استخدم النظير الضربي للمصفوفة لحل نظام معادلات.

� = �� + �
.� = �� + �  ���

�− = �� − �
.� = ��� + ��−  ���
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في التمرينين (١٠-١١)، أوجد قيمة كل محدد.
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�−�

���M� ������� �� ���� ��
Solving System of Two Linear Equations

 ������ �����  �������
في التمرينين (١-٢)، اكتب نظام المعادلات التالية على شكل معادلة مصفوفية محددًا مصفوفة المعاملات ومصفوفة المتغيرات 

ومصفوفة الثوابت.
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في التمرينين (٣-٤)، اكتب المعادلات المصفوفية التالية على شكل نظام معادلات.
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في التمرينين (٥-٦)، استخدم النظير الضربي للمصفوفة لحل نظام معادلات.
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في التمارين (٧-٩)، بينّ ما إذا كان لنظام معادلات حلاًّ وحيدًا أم لا.
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.�� = �� + ��  ���

� − � �� = �
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في التمارين (١٠-١٢)، استخدم قاعدة كرامر لحل نظام معادلات.
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في التمرينين (١-٢)، اكتب نظام المعادلات التالية على شكل معادلة مصفوفية، محددًا مصفوفة المعاملات ومصفوفة المتغيرات 

ومصفوفة الثوابت.
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في التمرينين (٣-٤)، استخدم النظير الضربي للمصفوفة لحل نظام المعادلات.
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في التمرينين (٥-٦)، حلّ المعادلة المصفوفية إن أمكن:
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في التمرينين (٧-٨)، استخدم قاعدة كرامر لحل نظام معادلات.
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في التمارين (٧-٩)، بينّ ما إذا كان لنظام معادلات حلاًّ وحيدًا أم لا.
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في التمارين (١٠-١٢)، استخدم قاعدة كرامر لحل نظام معادلات.
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في التمرينين (١-٢)، اكتب نظام المعادلات التالية على شكل معادلة مصفوفية، محددًا مصفوفة المعاملات ومصفوفة المتغيرات 

ومصفوفة الثوابت.
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في التمرينين (٣-٤)، استخدم النظير الضربي للمصفوفة لحل نظام المعادلات.
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في التمرينين (٥-٦)، حلّ المعادلة المصفوفية إن أمكن:
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في التمرينين (٧-٨)، استخدم قاعدة كرامر لحل نظام معادلات.

� = ���� + ����
.�− = ���� − ����

 ���

� = ��
�  − ��
.� = ��

�  − ��
�

 ���

���� ����� ���� � �� ���� ���� ��� ���� ������ ���� ���� ������ ��� ����  ���
�� ���� � ��� ���� �� ���� � �� ���� ���� ���� ��� ����� ���� � ���  

��������� ���� ����� � ������� ����� ���� ������ ��� ����  
 



��

������� ������ ������
��I��� �� � ������ ������� ������ ������ ����� ����� ����  ���

��M��������� ������������ ������
�º��º��−
�º��º��−
�º��º��−
�º��º�−
�º��º��−
�º��º�−  

 ��� ����� �� ����M�� ������ ������� ������ ������ �� �� �� ������ � �������� ����  � � �  
?�������

   

 ��  � ���  ���  
في التمرينين (٢-٣)، أوجد الناتج .
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في التمارين (٤-٧)، أوجد ناتج ضرب كل مما يأتي إن أمكن مع ذكر السبب.
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في التمرينين (٨-٩)، أوجد محدد كل مصفوفة.
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في التمرينين (١٠-١١)، أوجد النظير الضربي لكل مصفوفة إن أمكن مع ذكر السبب.
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في التمارين (١٢-١٧)، حل في �.
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الفصل الدراسي الثاني - القسم الثاني

الـــــصـــــفّ الـــــعـــــاشـــــر 



1

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١

١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م
الطبعة الثانية  

1446هـ
١٤٤١ - 2024١٤٤٢ -   2025 م

٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١
١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م
١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١

١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م

1444هـ
٢٠٢٢ - ٢٠٢٣م
١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١

١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م
الطبعة الثانية  

1446هـ
١٤٤١ - 2024١٤٤٢ -   2025 م

٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١
١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م
١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١

١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م

١٤٤٧ هـ
٢٠٢٥ - ٢٠٢٦ م

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١

١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م
الطبعة الثانية  

1446هـ
١٤٤١ - 2024١٤٤٢ -   2025 م

٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١
١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م
١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٢ - ٢٠٢٠٢٠٢٣ - ٢٠٢١

١٤٤٤

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤١ - ١٤٤٢
٢٠٢٠ - ٢٠٢١

١٤٤٥ هـ
٢٠٢٣ - ٢٠٢٤م



2

٢٠٢١
٢٠٢٢
٢٠٢٣م

مطابع المجموعة الدولية لاعمال الطباعة

2012 - 2013 م الطبعة الأولى 
2014 - 2015 م الطبعة الثانية 
2016 - 2017 م  
2018 - 2019 م  
2019 - 2020 م  
2020 - 2021 م  
2021 - 2022 م  
2022 - 2023 م  
2023 - 2024 م  
2024 - 2025 م  

طبع في : الألفين للطباعة
أودع في مكتبة الوزارة تحت رقم )١٤٤( بتاريخ ٢٠١٤/١٠/٢٦ م

القناة التربويةشاركنا بتقييم مناهجناالكتاب كاملًا

٢٠٢١
٢٠٢٢
٢٠٢٣م

مطابع المجموعة الدولية لاعمال الطباعة

2012 - 2013 م الطبعة الأولى 
2014 - 2015 م الطبعة الثانية 
2016 - 2017 م  
2018 - 2019 م  
2019 - 2020 م  
2020 - 2021 م  
2021 - 2022 م  
2022 - 2023 م  
2023 - 2024 م  
2024 - 2025 م  

طبع في : الألفين للطباعة
أودع في مكتبة الوزارة تحت رقم )١٤٤( بتاريخ ٢٠١٤/١٠/٢٦ م

القناة التربويةشاركنا بتقييم مناهجناالكتاب كاملًا

2013 / 12/ 15 281

ÉæégÉæe º««≤àH ÉæcQÉ°T kÓ```eÉc ÜÉ``à`µ`dG

٢٠٢٦م  -  ٢٠٢٥



3



4



5



6



7



8



9

��������

������� ����� :������� ������
�   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����

��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������ ������� ������ ������
��   ����������������������������������������������������������������������������������������  ������� ������

�������� :������� ������
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������� ������� ������ ������
��   ����������������������������������������������������������������������������������������  ������� ������

��� ������� ���� :������� ������
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����

11

15

18

23

27

30

32

36

41

47

51

54

58

61

65

68

��������

������� ����� :������� ������
�   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����

��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������ ������� ������ ������
��   ����������������������������������������������������������������������������������������  ������� ������

�������� :������� ������
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������� ������� ������ ������
��   ����������������������������������������������������������������������������������������  ������� ������

��� ������� ���� :������� ������
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��   ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����

11

15

18

23

27

30

32

36

41

47

51

54

58

61

65

68

�

  : ������� ��������   : ������ ���������� ���
�−�

������� ���
Tangent of The Circle

 ������ �����  �������
في التمرينين (١-٢)، القطع المستقيمة تمس الدوائر،  مركز كل دائرة. أوجد قيمة س.
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في التمرينين (٥-٦)، حدّد ما إذا كانت الدائرة محاطة بمضلع (داخلة) أو محيطة بمضلع (خارجة).
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�� ,�−� � � �    d
�F−

�  , �F−
� n ����   

 = ���º���−����� + ���º���−����  ���
�
� ���    � � � �   

��� � � �    �
� ����  



61

:� θ ������� ������� ����� ��� ������ θ�� ����� θ��� �� ���� ��� 
   

������ ����� � � � ������ ����� ���� ����� ����� ���  ���� ����� � � �

 º��� ,º��� ,º��� ,º�� ,º� :������� ������� ��� ��� ,��� ���� ����� ��� :��������� � �������  ����
������� ���� ������� ����

������� ����� ������ ����� ��� �� ,���� ��� � ������� ������ ������� �� ��� ���� ,���−��� ������� �

  π�
�  ����  º���  ����

  π�
�  ����   º���  ����

:������� ������ ��� ,���−��� �������� �
 :�� ����� ������� �� ���� ������� ����� ����� ������ ����� � ���� �������  ����

º��� ���  º��� � � �  

º��� � � �  º��� ����  
�����  ��  ���  ����  d�F

�   , �F−
� n �  �M�����  ���  �������  ������  ������  �����  �  ����  �������  ����

 :�� ������

 º��� ���  º�� � � �  

º��� � � �  º��� ����  

����

�������� ����� � �������
� �  ��� ��I�� ���� ���� �  ��� ����� ������� ���� ��� ,��−�� ������� �

�   �         �� = �º���−����  ���
�   �         �� = �º������  ���
�   �        �

�F = �º���−���  ���
�   �         �F = �º������  ���

:������� ������ ��� ,��−�� ������� �
 :�� �� �� � ������ ����� � ������� ����� ��� ���� �������  ���

º���− ���    º���− � � �
π��

�  � � �    π�
�  ����   

 :�� ����� ������� �� ���� ������� ����� ����� ������ ����� � ���� �������  ���
º��� ���    π�

�  � � �
º��� � � �    π�

�  ����   
 :�� π�  ������� ����� ����� ������ ����� � ���� �������  ���

º��� ���    π��
�  � � �  

π�
�  � � �    π�

�  ����   

 ��� ������� ����� �� ��� �� ���� ���� ������� �M���� ��� �º���− ����� ������ ������ ����� � �����  ���
 :�� �������

d
�F
�  , �F−

� n ���    d
�F−

�  , �F� n ���   

�� ,�−� � � �    d
�F−

�  , �F−
� n ����   

 = ���º���−����� + ���º���−����  ���
�
� ���    � � � �   

��� � � �    �
� ����  
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 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������

��� ������� ������ �� �������
Relations Between Trigonometric Functions (1)

 ������ �����  �������
�θ ������� ������� ������� ����� ���� ����� ������� ������� ����� ����  ���

 �θ + π���  � � �  
 �θ − π����  ���  

 dθ + π� n��  ����  

 dθ − π� n���  � � �  
�� ������� ������� ������� ����� ���� ����� ������� ����� ����  ���

 �� − º������  � � �  
 �� + º�������  ���  

 �� −���  ����  
�θ ������� ������� ������� ����� ���� ����� ������� ������� ����� ������ ������ �� ������  ���

 �θ + π����  � � �  

 dθ + π� n���  ���  

 dθ + π� n���  ����  

 �θ−���  � � �  

�� ���
�−�

��

������� ���� ������� ���� ������� ������� ����� ���� ����  ���
 º�����  � � �  

 �º���−���  ���  
 �º���−����  ����  

������� ���� ������� ���� ������� ������� ����� ���� ����  ���
 π�

�  ���  � � �  

 eπ�
�  −o��  ���  

 π��
�  ��  ����  

������� ���� ������� ���� ������� ������� ����� ���� ����  ���
 º�����  � � �  
 º������  ���  
 π��

�  ��  ����  
� ��I�� ���� ��� �  �� ����� ������� ���� ��� �  ��� ,���−�� ������� �

�   �     ��� = �θ + π��� ���  ��� = θ�� ���� ���  ���
�   �      �� = θ�� ���   �� = θ��� ���� ���  ���
�   �     � =�θ + π���� ���   � = θ�� ���� ���  ���
�   �     �− = �θ + π���� ���  �� = θ�� ���� ���  ����

:���� F��� ������� �������� F ���  ����
�eθ − π� o��� + �θ + π��� + �θ −���� − �θ − π����  � � �  

   
�eπ�  + θo�� + �π − θ���� + eπ�  + θo��� − �θ + π���  ���  
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 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������

��� ������� ������ �� �������
Relations Between Trigonometric Functions (1)

 ������ �����  �������
�θ ������� ������� ������� ����� ���� ����� ������� ������� ����� ����  ���

 �θ + π���  � � �  
 �θ − π����  ���  

 dθ + π� n��  ����  

 dθ − π� n���  � � �  
�� ������� ������� ������� ����� ���� ����� ������� ����� ����  ���

 �� − º������  � � �  
 �� + º�������  ���  

 �� −���  ����  
�θ ������� ������� ������� ����� ���� ����� ������� ������� ����� ������ ������ �� ������  ���

 �θ + π����  � � �  

 dθ + π� n���  ���  

 dθ + π� n���  ����  

 �θ−���  � � �  

�� ���
�−�

��

������� ���� ������� ���� ������� ������� ����� ���� ����  ���
 º�����  � � �  

 �º���−���  ���  
 �º���−����  ����  

������� ���� ������� ���� ������� ������� ����� ���� ����  ���
 π�

�  ���  � � �  

 eπ�
�  −o��  ���  

 π��
�  ��  ����  

������� ���� ������� ���� ������� ������� ����� ���� ����  ���
 º�����  � � �  
 º������  ���  
 π��

�  ��  ����  
� ��I�� ���� ��� �  �� ����� ������� ���� ��� �  ��� ,���−�� ������� �

�   �     ��� = �θ + π��� ���  ��� = θ�� ���� ���  ���
�   �      �� = θ�� ���   �� = θ��� ���� ���  ���
�   �     � =�θ + π���� ���   � = θ�� ���� ���  ���
�   �     �− = �θ + π���� ���  �� = θ�� ���� ���  ����

:���� F��� ������� �������� F ���  ����
�eθ − π� o��� + �θ + π��� + �θ −���� − �θ − π����  � � �  

   
�eπ�  + θo�� + �π − θ���� + eπ�  + θo��� − �θ + π���  ���  
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:������� ������� ���  ����
 �  ∋ �� π �� + π��  − = � �� π �� + π��  = � �� + = � ���  � � �  

 �  ∋ ��  π � + π�  = � �F = � ���  ���  
 �  ∋ �� π �� + π�  − = � �� π �� + π��  = � �F+ = � �� �  ����  
 �  ∋ �� π � ��  + π�  = � �� π � ��  + π�� = � �F

�  = ������  � � �  

� ������� ����� � �������
���I�� ���� ��� �  �� ����� ������� ���� ��� �  ���  ���

�   �     �� − = �º���−����� + º������� − º�����  

�   �    � = eπ��
� o��� − eπ�

�  −o�� + π��
�  ��� − π��

�  ���  
�   �   � = eπ��

� o��� − eπ��
� o��� + e π��

�  −o��� − π��
�  ���  

�   �     �F = º������� − º������� + �º���−���  
���I�� ���� ��� �  �� ����� ������� ���� ��� �  ���  ���

�   �     ∅ = ��� ����� ���  �F = � �� ��� ���  
�   �      π

�  = � ���   �� = � ��� ��� ���  
�   �      �� = � �� ���   π

�  = � ���� ���  
�   �       ∅ �� ��� = � �� �� �����  
�   �         ��� = �π��� ��  

:������� ������ ��� ,��−�� ������� �
� � � :�� �� ������ ���� �� �� � ������� ������  ���

º����� � � �  �º����−���� ����  �º���−���� ���  �º���−��� � � �   
� � � : �F

�  − ������ ���� �� �� � ������� ������  ���
π��

�  �� � � �  π��
�  �� ����  eπ��

�  −n�� ���  π��
�  ��� � � �   

��� :�� θ�� + dθ + π� n��� + dθ + π� n��� − �θ − π���� ������ ���� ��  ���
� � � �  �� ����  ��� ���  �− � � �  

��

 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ���������� ���
�−�

��� ������� ������ �� �������
Relations Between Trigonometric Functions (2)

 ������ �����  �������
� π� > θ > � , �� = θ�� ���� ���  ���

�θ ������� ����� ������� ����� ���� �����  
 
 
 
 

� > θ��� , �F = θ�� ���� ���  ���
�θ��� ,θ�� ����  

 
 
 
 

� > θ�� , �� = θ��� ���� ���  ���
�θ��� ,θ�� ����  
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:������� ������� ���  ����
 �  ∋ �� π �� + π��  − = � �� π �� + π��  = � �� + = � ���  � � �  

 �  ∋ ��  π � + π�  = � �F = � ���  ���  
 �  ∋ �� π �� + π�  − = � �� π �� + π��  = � �F+ = � �� �  ����  
 �  ∋ �� π � ��  + π�  = � �� π � ��  + π�� = � �F

�  = ������  � � �  

� ������� ����� � �������
���I�� ���� ��� �  �� ����� ������� ���� ��� �  ���  ���

�   �     �� − = �º���−����� + º������� − º�����  

�   �    � = eπ��
� o��� − eπ�

�  −o�� + π��
�  ��� − π��

�  ���  
�   �   � = eπ��

� o��� − eπ��
� o��� + e π��

�  −o��� − π��
�  ���  

�   �     �F = º������� − º������� + �º���−���  
���I�� ���� ��� �  �� ����� ������� ���� ��� �  ���  ���

�   �     ∅ = ��� ����� ���  �F = � �� ��� ���  
�   �      π

�  = � ���   �� = � ��� ��� ���  
�   �      �� = � �� ���   π

�  = � ���� ���  
�   �       ∅ �� ��� = � �� �� �����  
�   �         ��� = �π��� ��  

:������� ������ ��� ,��−�� ������� �
� � � :�� �� ������ ���� �� �� � ������� ������  ���

º����� � � �  �º����−���� ����  �º���−���� ���  �º���−��� � � �   
� � � : �F

�  − ������ ���� �� �� � ������� ������  ���
π��

�  �� � � �  π��
�  �� ����  eπ��

�  −n�� ���  π��
�  ��� � � �   

��� :�� θ�� + dθ + π� n��� + dθ + π� n��� − �θ − π���� ������ ���� ��  ���
� � � �  �� ����  ��� ���  �− � � �  

��

 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ���������� ���
�−�

��� ������� ������ �� �������
Relations Between Trigonometric Functions (2)

 ������ �����  �������
� π� > θ > � , �� = θ�� ���� ���  ���

�θ ������� ����� ������� ����� ���� �����  
 
 
 
 

� > θ��� , �F = θ�� ���� ���  ���
�θ��� ,θ�� ����  

 
 
 
 

� > θ�� , �� = θ��� ���� ���  ���
�θ��� ,θ�� ����  
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:�� �� ��� ���� ���� ,��−�� ������� �
�θ��� θ��� − ��θ��� + θ���  ���

 
�θ ������ + θ ����  ���

 
�θ ��� − �θ−� ��� + �  ���

 
�

θ ����  − θ ���� − θ ����  ���
 

:������� �����M��� ��� ���� ,���−�� ������� �
�θ ���� = �θ−� ���� + �  ���

 
�θ ��� + θ ��� = θ ��� − θ ���  ���

 
�� = �θ ���� + ���θ ���� − ��  ����

 
�θ ���� + � = θ ����� + θ ����  ����

 

��

�������� ����� � �������
���I�� ���� ��� �  �� ����� ������� ���� ��� �  ��� ,��−�� ������� �

�   �        � = θ��� − θ��� × θ���  ���
�   �        �− = θ ���� − �θ−� ����  ���
�   �       � = �θ�� − θ����θ�� + θ���  ���
�   �       � = θ ��� − θ ���� − θ��� θ��  ���
�   �        �− = θ��� − θ ���

θ��� − �  ���
�   �       � = θ��� θ�� − θ��� + θ��  ���

:������� ������ ��� ,��−�� �������� �
 = θ �� ��� ������� ����� � ��� θ ,  ��  − = θ��� ���� ���  ���

�F�
�  ���    �−

�F� � � �   

�
�F� � � �    �F�−

�  ����   
 = θ  �� ��� �������  �����  � ��� θ , ��  = θ�� ���� ���  ���

�
�F ���    �F

�  � � �   

�F−
�  � � �    �−

�F ����   
:������� �����M��� ��� ���� ,���−�� �������� �

θ�� = �θ�� + θ���� θ��  ���

� �
θ��� − �  = θ��

θ��� − θ��  ����
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:�� �� ��� ���� ���� ,��−�� ������� �
�θ��� θ��� − ��θ��� + θ���  ���

 
�θ ������ + θ ����  ���

 
�θ ��� − �θ−� ��� + �  ���

 
�

θ ����  − θ ���� − θ ����  ���
 

:������� �����M��� ��� ���� ,���−�� ������� �
�θ ���� = �θ−� ���� + �  ���

 
�θ ��� + θ ��� = θ ��� − θ ���  ���

 
�� = �θ ���� + ���θ ���� − ��  ����

 
�θ ���� + � = θ ����� + θ ����  ����

 

��

�������� ����� � �������
���I�� ���� ��� �  �� ����� ������� ���� ��� �  ��� ,��−�� ������� �

�   �        � = θ��� − θ��� × θ���  ���
�   �        �− = θ ���� − �θ−� ����  ���
�   �       � = �θ�� − θ����θ�� + θ���  ���
�   �       � = θ ��� − θ ���� − θ��� θ��  ���
�   �        �− = θ��� − θ ���

θ��� − �  ���
�   �       � = θ��� θ�� − θ��� + θ��  ���

:������� ������ ��� ,��−�� �������� �
 = θ �� ��� ������� ����� � ��� θ ,  ��  − = θ��� ���� ���  ���

�F�
�  ���    �−

�F� � � �   

�
�F� � � �    �F�−

�  ����   
 = θ  �� ��� �������  �����  � ��� θ , ��  = θ�� ���� ���  ���

�
�F ���    �F

�  � � �   

�F−
�  � � �    �−

�F ����   
:������� �����M��� ��� ���� ,���−�� �������� �

θ�� = �θ�� + θ���� θ��  ���

� �
θ��� − �  = θ��

θ��� − θ��  ����
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������� ������ ������

:������� ����� � θ �� ������� ����� ��� ��� ��� �� �� ��� ��� �  ���
 ��� = θ��  � � �  
 ��− = θ��  ���  

 ��− = θ��  ����  
 ��� − = θ���  � � �  

:����� � = θ�� ��� ���  ���
 �θ���  � � �  
 �θ���  ���  

 �dθ − π� n���  ����  
 �θ ����  � � �  

:�� �� ���� ���� ����� ����M� ������ ���� ������� ���� ,����  º�� �� ��� ���  ���
 �º�����  � � �  

 ��º��−���  ���  
 ��º��−���� + �º������� − �º������  ����  

:�� �� �� ���� ����  ���
 ��º������ + �º������� − �º����� + �º��−���  � � �  

 �eπ�
�  −o�� + �π� −���� + �π −���� + eπ�

� o���  ���  

��

:�� �� � ��� ����  ���
 � = �

�θ−� ����  + θ ���� − θ ���  � � �  

� = θ ���
θ��� + �  + θ���  ���  

:������� �����M��� � ��� ����  ���
θ ��� − θ ���� = θ ��� − θ ����  � � �  

  

θ��� = �θ��� + θ��� θ���  ���  

  

:������� ������� ������� �� ����� ����  ���
�F
� = � ���  � � �  

� = �F − � ���  ���  
  

� = � ��  ����  
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������� ������ ������

:������� ����� � θ �� ������� ����� ��� ��� ��� �� �� ��� ��� �  ���
 ��� = θ��  � � �  
 ��− = θ��  ���  

 ��− = θ��  ����  
 ��� − = θ���  � � �  

:����� � = θ�� ��� ���  ���
 �θ���  � � �  
 �θ���  ���  

 �dθ − π� n���  ����  
 �θ ����  � � �  

:�� �� ���� ���� ����� ����M� ������ ���� ������� ���� ,����  º�� �� ��� ���  ���
 �º�����  � � �  

 ��º��−���  ���  
 ��º��−���� + �º������� − �º������  ����  

:�� �� �� ���� ����  ���
 ��º������ + �º������� − �º����� + �º��−���  � � �  

 �eπ�
�  −o�� + �π� −���� + �π −���� + eπ�

� o���  ���  

��

:�� �� � ��� ����  ���
 � = �

�θ−� ����  + θ ���� − θ ���  � � �  

� = θ ���
θ��� + �  + θ���  ���  

:������� �����M��� � ��� ����  ���
θ ��� − θ ���� = θ ��� − θ ����  � � �  

  

θ��� = �θ��� + θ��� θ���  ���  

  

:������� ������� ������� �� ����� ����  ���
�F
� = � ���  � � �  

� = �F − � ���  ���  
  

� = � ��  ����  
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������� �����

 ,������ ����� � ����� θ �� ���� :���� ����  ���

� �F
�  − = θ �� , �−�  = θ ��� ���  

?º���− = θ �� º�� = θ ���� �� ����� �� ��  

:�� �� �� ���� ����  ���

�º������ + �º��� −���� − º������ + º�����  � � �  

��º��� −����� + º������ − º������ + º�����  ���  

�eπ��
�  −o���� + eπ��

�  −o�� + π��
�  ���  ����  

�π��
�  ��� + eπ�

�  −o�� + π��
�  ��� + π�

�  ��  � � �  

:���� ����  ���

�º����� + º����� + … + º��� + º��� + º���  � � �  

�º������ + º������ + … + º���� + º���� + º����  ���  

��

:������� ������� ���  ���

e
π�
�  − �o��� = eπ� + ��o���  � � �  

e
π�
�  − ��o�� = e� − π�o��  ���  

� = e� + π�o���  ����  

������� = ��� + π����  � � �  

:������� ����M��� ��� ����  ���

θ��� = θ���
θ�� − �  + θ�� − �

θ���  

��π� ,��∋ θ ��� ,������ ����� �� ������ ��� ,������� ������� ������� �� ����� ����  ���
 �θ��� − � = θ ����  

:������� �����M��� ��� ���� ,��−�� �������� �

θ��� θ�� = θ��� + θ��
θ��  − θ��� + θ��

θ���  ���

θ ���� = θ ��� − θ ����
θ ��� − �  ���

:������� ������� ������� �� ,���−�� �������� �
� = � ��� + � ����  ���

� − � ��� = � ���  ����
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������� �����

 ,������ ����� � ����� θ �� ���� :���� ����  ���

� �F
�  − = θ �� , �−�  = θ ��� ���  

?º���− = θ �� º�� = θ ���� �� ����� �� ��  

:�� �� �� ���� ����  ���

�º������ + �º��� −���� − º������ + º�����  � � �  

��º��� −����� + º������ − º������ + º�����  ���  

�eπ��
�  −o���� + eπ��

�  −o�� + π��
�  ���  ����  

�π��
�  ��� + eπ�

�  −o�� + π��
�  ��� + π�

�  ��  � � �  

:���� ����  ���

�º����� + º����� + … + º��� + º��� + º���  � � �  

�º������ + º������ + … + º���� + º���� + º����  ���  

��

:������� ������� ���  ���

e
π�
�  − �o��� = eπ� + ��o���  � � �  

e
π�
�  − ��o�� = e� − π�o��  ���  

� = e� + π�o���  ����  

������� = ��� + π����  � � �  

:������� ����M��� ��� ����  ���

θ��� = θ���
θ�� − �  + θ�� − �

θ���  

��π� ,��∋ θ ��� ,������ ����� �� ������ ��� ,������� ������� ������� �� ����� ����  ���
 �θ��� − � = θ ����  

:������� �����M��� ��� ���� ,��−�� �������� �

θ��� θ�� = θ��� + θ��
θ��  − θ��� + θ��

θ���  ���

θ ���� = θ ��� − θ ����
θ ��� − �  ���

:������� ������� ������� �� ,���−�� �������� �
� = � ��� + � ����  ���

� − � ��� = � ���  ����
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:� ≠ ����� ��� �π� ,�� ∋ θ ��� ������� ������� �� ,���−��� ������� �

θ�� = θ ���
θ���  ����

θ�� = θ�� × θ ���
θ���  ����

θ��� − = θ��
θ���  ����

� < θ��� ��� � = � − θ��� + θ �����  ����

� = θ ����  ����*

*

*

*

*

��

 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ���������� ���
�−�  ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������

������� ������
Coordinate Plane

 ������ �����  �������
�������� U����� �� ��� �� �� ������ ���� ,��−�� �������� �

 �� �� ,�−���− ,��  ���
 �� ��− ,�−��� ,�−�  ���

 ��I �������� ��������  ,�������  ��������  �M���  �� ��� ������  �M��  ������� ����  ,��−�� ��������  �
��������� ��M���

 �� ,�� �� ,��� , �� ,��  ���
 ��� ,�−� ��� ,��� , ��� ,�−��  ���

 �� ������ � ��� ������� �������� �������� ������� ������� �� �� ���� ���I� ���� ,��−�� �������� �
���� �� ��� ����

�� ,���� , �� ,��� , �� ,��  ���
 � = ��  ; ���  �� � ; ���  �  

  
  
  

��− ,��� , ��− ,��� , ��− ,�−��  ���
 � = � � ; ���  � � ; ���  � �  
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:� ≠ ����� ��� �π� ,�� ∋ θ ��� ������� ������� �� ,���−��� ������� �

θ�� = θ ���
θ���  ����

θ�� = θ�� × θ ���
θ���  ����

θ��� − = θ��
θ���  ����

� < θ��� ��� � = � − θ��� + θ �����  ����

� = θ ����  ����*

*

*

*

*

��

 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ���������� ���
�−�  ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������

������� ������
Coordinate Plane

 ������ �����  �������
�������� U����� �� ��� �� �� ������ ���� ,��−�� �������� �

 �� �� ,�−���− ,��  ���
 �� ��− ,�−��� ,�−�  ���

 ��I �������� ��������  ,�������  ��������  �M���  �� ��� ������  �M��  ������� ����  ,��−�� ��������  �
��������� ��M���

 �� ,�� �� ,��� , �� ,��  ���
 ��� ,�−� ��� ,��� , ��� ,�−��  ���

 �� ������ � ��� ������� �������� �������� ������� ������� �� �� ���� ���I� ���� ,��−�� �������� �
���� �� ��� ����

�� ,���� , �� ,��� , �� ,��  ���
 � = ��  ; ���  �� � ; ���  �  

  
  
  

��− ,��� , ��− ,��� , ��− ,�−��  ���
 � = � � ; ���  � � ; ���  � �  
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����� � ��� � ���� ���� ����� ���� ������� ���� ���� ,��� � �� � ���� ���� ���  ���
�������� ���� ����� ���� ���� ���� ������� ������ �� ���  � � �  

����
������

����

 ������� ��� ��I ���� ��
������� ��� �����

�� ,�� ����

��− ,�−� ������

�
�

� �

�

�
�

�−�−
�−

�−

�−

�− �

����� ����� ������ �� ������ �M�� ������� ����  ���  
 c��  , �m   

�������� ���� ���� �� ������ ����  ����  
 ��F   

 �������� �� ����� ��� ���� ����� �� �� ,������� ��M� ����� �� ���� �M�� ���� ��� ����� ����  ���
?�������� ��M��� ��I

 ������ �� � ����� ������ ���� ��M��� ��I ��M�� �������� ��  
?�� ,�� �M����� ���� �M�� �� ������ ��  � � �  ���

 ������ �   
����� �M�� �� ����� ������ �� ���� ���� U��� ��� ����  ���  

 ,�� ,�−� ,��− ,�� ,��− ,�� ,�� ,�−� ,�� ,�� ,�� ,�� :������ �� ���� ,������� ����� ��   
 ���− ,�−�

����

�������� ����� � �������
������ ����� �� ����� ������� ������� � ����� �� ���� ������� �� ��� ,��−�� ������� �

������� ������� ���� �������
�  � � �  
�  ���  
�  ����  
�  � � �  

����M�� �������� ��M���� �� ������
� � � :�� �� ,�� ,�� ,��  ���

���� :�� �� ,�−� ,�� ,�−�  ���
� � � :�� ��− ,�� ,��− ,��  ���

������� ������� ���� �������

d� �� ,�n  � � �  
d� �� − ,�n  ���  
d� �� ,�n  ����  
d� �� − ,�n  � � �  

��� �  �� ������ �M��
��� :�� ��− ,�−�� ,��− ,���  ���

� � � :�� ��� ,��� ,�� ,���  ���

� �
�

�
�

� ��−
�

 ���� �� ��� ���� �� ������ ��� ���� �  ��I ���� ������ ����� �  ���
����  � ;��− ,��� ;�� ,�−�  

 

������ ��� � �� �  ,������ ����� � :�����  ���
� �� ,�  �� ��� ������ U��� �������� ����  � � �  

�� ,� ������ �� ���� ����   
�� ,����� , �� ,���−��   

� �

�

��−
�−

�

� � ��

�  � �  ��I� �� � ��I� � � ��I ����  ���  
��  , �� � ��M� ����� F������ � � ��I �� ���� ��   

��������� ���   
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����� � ��� � ���� ���� ����� ���� ������� ���� ���� ,��� � �� � ���� ���� ���  ���
�������� ���� ����� ���� ���� ���� ������� ������ �� ���  � � �  

����
������

����

 ������� ��� ��I ���� ��
������� ��� �����

�� ,�� ����

��− ,�−� ������

�
�

� �

�

�
�

�−�−
�−

�−

�−

�− �

����� ����� ������ �� ������ �M�� ������� ����  ���  
 c��  , �m   

�������� ���� ���� �� ������ ����  ����  
 ��F   

 �������� �� ����� ��� ���� ����� �� �� ,������� ��M� ����� �� ���� �M�� ���� ��� ����� ����  ���
?�������� ��M��� ��I

 ������ �� � ����� ������ ���� ��M��� ��I ��M�� �������� ��  
?�� ,�� �M����� ���� �M�� �� ������ ��  � � �  ���

 ������ �   
����� �M�� �� ����� ������ �� ���� ���� U��� ��� ����  ���  

 ,�� ,�−� ,��− ,�� ,��− ,�� ,�� ,�−� ,�� ,�� ,�� ,�� :������ �� ���� ,������� ����� ��   
 ���− ,�−�

����

�������� ����� � �������
������ ����� �� ����� ������� ������� � ����� �� ���� ������� �� ��� ,��−�� ������� �

������� ������� ���� �������
�  � � �  
�  ���  
�  ����  
�  � � �  

����M�� �������� ��M���� �� ������
� � � :�� �� ,�� ,�� ,��  ���

���� :�� �� ,�−� ,�� ,�−�  ���
� � � :�� ��− ,�� ,��− ,��  ���

������� ������� ���� �������

d� �� ,�n  � � �  
d� �� − ,�n  ���  
d� �� ,�n  ����  
d� �� − ,�n  � � �  

��� �  �� ������ �M��
��� :�� ��− ,�−�� ,��− ,���  ���

� � � :�� ��� ,��� ,�� ,���  ���

� �
�

�
�

� ��−
�

 ���� �� ��� ���� �� ������ ��� ���� �  ��I ���� ������ ����� �  ���
����  � ;��− ,��� ;�� ,�−�  

 

������ ��� � �� �  ,������ ����� � :�����  ���
� �� ,�  �� ��� ������ U��� �������� ����  � � �  

�� ,� ������ �� ���� ����   
�� ,����� , �� ,���−��   

� �

�

��−
�−

�

� � ��

�  � �  ��I� �� � ��I� � � ��I ����  ���  
��  , �� � ��M� ����� F������ � � ��I �� ���� ��   

��������� ���   
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 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������

������� ��M� �����
Dividing Line Segment

 ������ �����  �������
:�� ��� ���  ��� �� ������ �� �  ���� ���� � �M���� ������� ����  ���

�� : � ������� ����� ��− ,��� ,�� ,�−�  � � �  
 d��  ,�−n �   

�� : � ������� ����� �� ,�−�� ,�� ,��  ���  
 �� ,�� �   

:�� ��� ���  ��� �� ����� �� �  ���� ���� � �M���� ������� ����  ���
 �� ,�−�� �� : � ������� ����� �� ,��� ,�� ,�−�  � � �  
 d���  ,�n � �� : � ������� ����� �� ,�−�� ,�� ,��  ���  
:���� �� ,���� ,�� ,��� ,�� ,�−�  :��� ���� �� �  ���

�
�

�−�−�− �

�

�

�

�

�
�
�
�

�

��  ������ ���� ������� ��������  � � �  
 �� ,�−� ,�� ,�� ,�� ,��   

����M���� �I��� �M�� �������  ���  
 d� ,�� n �   

� ������� ����� � �������
:�� ��� ���  ��� �� ����� �� �  ���� ���� � �M���� ������� ����  ���

���� ,��−�� �� : � ������� ����� ��− ,��� ,�� ,�−�  � � �  
������� ,���� �� : � ������� ����� ��� ,��� ,��� ,���  ���  

�� ���
�−�

��

� ,  ��M���� � ��������� ���� �M�� ������ ����� �������  ���
�−
�−
�−
�−

��−

� � � � ��

� �

�� ,��

��− ,��

 �� : � �����  ��� �� ������ �� �  ���� ���� � ������� ���� ������� ��  
���− ,���  

:����� ����� �� U��� ���� � ,�� ,� ,  ���
��� ,��� ,�� ,���� ,�� ,��� ,�� ,��

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� ,���

�� ,������ ,���
`��`�

`�

 ������ ������ � �� �  ��� ����  � � �  
� = �  = �� �  ,��F = � �� = �   

������ ������ � �� �  � ���   
 ����� ������ � ���M��� �I��� �M�� � ��� ,� �M���� ������� ����  ���  

�� �� �
����� ,���   

 ��� ���� ����� �� ���� ������ � ,� ,� , � ��� �� ,� ,� ,� U�����  �������� ����  ����  *
 ����� � ,� ,� ,� ��� ,� �� �  ����� ������ ���� ���I� �� ����� ����� ���I��

�� �� �  ����� ������ ��M��
 ����� ,���� l� ,����� ,���� l�� ,����� ,���� l� ,����� ,���� l   

�� ,��

�� ,��

��,��

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

d
���  , ��� n �d

�� , ��n �

d
�� ,�n �

 ��� ,���� ,�� ,��� ,�� ,��  ��� ���� �� �  ���
 ���  ��  ������  ��  �  ����  ����  �  �M����  �������  ����  � � �  

�� : � �����
d

�� , ��n �   
 � ��� �� ������ �� �� � ���� ���� � �M���� ������� ����  ���  

�� : � �����
d

�� , �n �   
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 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������

������� ��M� �����
Dividing Line Segment

 ������ �����  �������
:�� ��� ���  ��� �� ������ �� �  ���� ���� � �M���� ������� ����  ���

�� : � ������� ����� ��− ,��� ,�� ,�−�  � � �  
 d��  ,�−n �   

�� : � ������� ����� �� ,�−�� ,�� ,��  ���  
 �� ,�� �   

:�� ��� ���  ��� �� ����� �� �  ���� ���� � �M���� ������� ����  ���
 �� ,�−�� �� : � ������� ����� �� ,��� ,�� ,�−�  � � �  
 d���  ,�n � �� : � ������� ����� �� ,�−�� ,�� ,��  ���  
:���� �� ,���� ,�� ,��� ,�� ,�−�  :��� ���� �� �  ���
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�

��  ������ ���� ������� ��������  � � �  
 �� ,�−� ,�� ,�� ,�� ,��   

����M���� �I��� �M�� �������  ���  
 d� ,�� n �   

� ������� ����� � �������
:�� ��� ���  ��� �� ����� �� �  ���� ���� � �M���� ������� ����  ���

���� ,��−�� �� : � ������� ����� ��− ,��� ,�� ,�−�  � � �  
������� ,���� �� : � ������� ����� ��� ,��� ,��� ,���  ���  

�� ���
�−�

��

� ,  ��M���� � ��������� ���� �M�� ������ ����� �������  ���
�−
�−
�−
�−

��−

� � � � ��

� �

�� ,��

��− ,��

 �� : � �����  ��� �� ������ �� �  ���� ���� � ������� ���� ������� ��  
���− ,���  

:����� ����� �� U��� ���� � ,�� ,� ,  ���
��� ,��� ,�� ,���� ,�� ,��� ,�� ,��

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� ,���

�� ,������ ,���
`��`�

`�

 ������ ������ � �� �  ��� ����  � � �  
� = �  = �� �  ,��F = � �� = �   

������ ������ � �� �  � ���   
 ����� ������ � ���M��� �I��� �M�� � ��� ,� �M���� ������� ����  ���  

�� �� �
����� ,���   

 ��� ���� ����� �� ���� ������ � ,� ,� , � ��� �� ,� ,� ,� U�����  �������� ����  ����  *
 ����� � ,� ,� ,� ��� ,� �� �  ����� ������ ���� ���I� �� ����� ����� ���I��

�� �� �  ����� ������ ��M��
 ����� ,���� l� ,����� ,���� l�� ,����� ,���� l� ,����� ,���� l   

�� ,��

�� ,��

��,��
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�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

d
���  , ��� n �d

�� , ��n �

d
�� ,�n �

 ��� ,���� ,�� ,��� ,�� ,��  ��� ���� �� �  ���
 ���  ��  ������  ��  �  ����  ����  �  �M����  �������  ����  � � �  

�� : � �����
d

�� , ��n �   
 � ��� �� ������ �� �� � ���� ���� � �M���� ������� ����  ���  

�� : � �����
d

�� , �n �   
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 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������
�� ���

�−�
� �

������� F�� ���
Slope of a Straight Line

 ������ �����  �������
 �� � ��� ���� �� ���� ���� ���� ,����� ���� ���� ����� ����� ����� �� ����� � ����� ���� ��  ���

:�� �� ����

���

���

�� �� ���

������ U���

���������� �����

���
����

� �
���

�� �
����

�  ���  ������� ������ ���� ������ �����
��− �
��− �
�− �
�− ��
� ��

 � � �  

�������� � ����� ��� ���� F�� ,�− ����� �� ����� ����� �� ������ ���� ������ , ��
:�� �� ���� �� ������ �� ��� ���� ,��−�� ������� �

�

�−

���

�−
�−�−

 ���

�
� �

�

�

�

�
�

�− �

 ���

�

� ��−�−

 ���

���
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:������� U����� ����� �� ��� ���� ���� �� ������� ��� ���� ,��−�� ������� �
 � �� ,�� ,�� ,��  ���
 ��  �� ,�� ,�� ,��  ���

 ���� �� ,�−� ,�� ,��  ���
 �� ���� �� ��− ,�� ,�� ,��  ���

�������� ���� ����� ����� �� º�� ������ ����� ���� ���� ������� ��� ����  ����
 ���� = �����  �F = �º�����  

 :������� ����� º�� ������ ����� ����� ������� ���� ����� ����� �� ���� ���� ������� �� ����  ����
�� + � = �

 ����� = � = �º�����  
����� �� � ����� ���� ���� ,���−��� �������� �

������ ���� ���� ����� �� ��� ������ �� ��� ��� �� �� ������ ��I ����  ����
 ���� �� �� ���  

�� ������ �� ����� ��� ����� �� ������ ����� � ��� ���  ����
 ������ ��� ����� ���  

:������ �M��� ����� ��M��� �M����� ���� ������� ���� ,���−����������� �
 �−

�  = ���� ,�� ,��� ���� � = ���� ,�� ,��  ����

�−�− �
�
� �

�
�
�
�

� � � � �

�

�

�

�

�

�
�
� �

�

�

�

��−�−

����� �M��� ���� ��
� ���� ������ �� ����� ��M�� ����  ����

 d��  ,�n ,�� ,�� :���� �������� ���� ��  
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 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������
�� ���

�−�
� �

������� F�� ���
Slope of a Straight Line

 ������ �����  �������
 �� � ��� ���� �� ���� ���� ���� ,����� ���� ���� ����� ����� ����� �� ����� � ����� ���� ��  ���

:�� �� ����
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���
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������ U���
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�  ���  ������� ������ ���� ������ �����
��− �
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�− �
�− ��
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 � � �  

�������� � ����� ��� ���� F�� ,�− ����� �� ����� ����� �� ������ ���� ������ , ��
:�� �� ���� �� ������ �� ��� ���� ,��−�� ������� �
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:������� U����� ����� �� ��� ���� ���� �� ������� ��� ���� ,��−�� ������� �
 � �� ,�� ,�� ,��  ���
 ��  �� ,�� ,�� ,��  ���

 ���� �� ,�−� ,�� ,��  ���
 �� ���� �� ��− ,�� ,�� ,��  ���

�������� ���� ����� ����� �� º�� ������ ����� ���� ���� ������� ��� ����  ����
 ���� = �����  �F = �º�����  

 :������� ����� º�� ������ ����� ����� ������� ���� ����� ����� �� ���� ���� ������� �� ����  ����
�� + � = �

 ����� = � = �º�����  
����� �� � ����� ���� ���� ,���−��� �������� �

������ ���� ���� ����� �� ��� ������ �� ��� ��� �� �� ������ ��I ����  ����
 ���� �� �� ���  

�� ������ �� ����� ��� ����� �� ������ ����� � ��� ���  ����
 ������ ��� ����� ���  

:������ �M��� ����� ��M��� �M����� ���� ������� ���� ,���−����������� �
 �−

�  = ���� ,�� ,��� ���� � = ���� ,�� ,��  ����

�−�− �
�
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�
�
�
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� � � � �
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�
� �

�
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��−�−

����� �M��� ���� ��
� ���� ������ �� ����� ��M�� ����  ����

 d��  ,�n ,�� ,�� :���� �������� ���� ��  
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:������� ���M��� �� ������� �� ���M���� ���� ��� � ,� �� �� ���� ���� ,���−��� ������� �
 � = � ��−

�  = ���� ,�� ,�� ,�� ,��  ����
 �� = � �� = ���� ,��� ,�� ,�� ,�−�  ����

 � = � �� ���� �� ���� ,�� ,�� ,�� ,��  ����
 ����� �� ������ ����� � ��� �� ��� ���� :�����  ����

�−
�−

�

�

�
�

��

 ��  : � ,�− : � �� , � : �� � , ��� : �  
  
  

��M� ������� ���� ��� �  � ����� ������� ���� ��� �  ��� ,���−��� ������� �
�  �     ����� ���� ����� ������� ���� �� ����� ��  ����
�  �   ����� ����� �� ���� �M��� ������ ������ ��� ���� ������� ��� ��  ����
�  �     ����� �M��� � ���� ����� ���� ���� ������� ��� �  ����
�  �  ����� ����� ������� �� ������� ���� ,���� ������ ������� ���� ��M��  ����

� � − �
� − � :����� �� ,�� ,�� ,�� ��M����� ��� ���� ������� ��� �� ��� ��� :�M�� ����  ����

 ���� ��M� ���� ������� ������� ����� �� ����� ����� ����� ���� ���� ��� ��� ?��� �M� �� ��  
 �������� ������ ���� ����

���− ,�−� ,��− ,�� ��M����� ��� ���� ������� ��� ����  ����
 � ≠ � ���� �� U� ,��� = ����  

������ ������� �� ��� ������� U����� ����� ���� �� � ��� ,���−��� �������� �
��� ,�−��� ,�� ,��� ,�� ,��  ����

 ��−�  ��� ���� ���� �� �� � , �  ,���  
��� ,���� ,��− ,��� ,�� ,�−�  ����

 �� = �� � ��� , �− = �  ��� ����� ���� �� ��� �� � , �  , ���  

��

��� ,�� ,�� ,�� ��M����� ���� ������� �� ����� ��,�−� ,��− ,�−� ��M����� ���� ������� �� ����  ����
 ��������� �������� � ��� , �− = ��  × �−  

 ������� ����� � �������
���� ,��� � ,��� ,���  � ������� ��− ,��� ,��− ,��  ��M����� ���� ������� ��� ����  � � �  ���

 ��   
���� ,���� ,��� ,���  � ������� � � � � ������� ��� ����  ���  

 ��   
 ��������� ��� ?���� ����  ����  

 �� � ��� ���� �� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ������� ����� ����� �� ����� � ����� ���� ��� ���  ���
:�� �� ����
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:������� ���M��� �� ������� �� ���M���� ���� ��� � ,� �� �� ���� ���� ,���−��� ������� �
 � = � ��−

�  = ���� ,�� ,�� ,�� ,��  ����
 �� = � �� = ���� ,��� ,�� ,�� ,�−�  ����

 � = � �� ���� �� ���� ,�� ,�� ,�� ,��  ����
 ����� �� ������ ����� � ��� �� ��� ���� :�����  ����

�−
�−

�

�

�
�

��

 ��  : � ,�− : � �� , � : �� � , ��� : �  
  
  

��M� ������� ���� ��� �  � ����� ������� ���� ��� �  ��� ,���−��� ������� �
�  �     ����� ���� ����� ������� ���� �� ����� ��  ����
�  �   ����� ����� �� ���� �M��� ������ ������ ��� ���� ������� ��� ��  ����
�  �     ����� �M��� � ���� ����� ���� ���� ������� ��� �  ����
�  �  ����� ����� ������� �� ������� ���� ,���� ������ ������� ���� ��M��  ����

� � − �
� − � :����� �� ,�� ,�� ,�� ��M����� ��� ���� ������� ��� �� ��� ��� :�M�� ����  ����

 ���� ��M� ���� ������� ������� ����� �� ����� ����� ����� ���� ���� ��� ��� ?��� �M� �� ��  
 �������� ������ ���� ����

���− ,�−� ,��− ,�� ��M����� ��� ���� ������� ��� ����  ����
 � ≠ � ���� �� U� ,��� = ����  

������ ������� �� ��� ������� U����� ����� ���� �� � ��� ,���−��� �������� �
��� ,�−��� ,�� ,��� ,�� ,��  ����

 ��−�  ��� ���� ���� �� �� � , �  ,���  
��� ,���� ,��− ,��� ,�� ,�−�  ����

 �� = �� � ��� , �− = �  ��� ����� ���� �� ��� �� � , �  , ���  

��

��� ,�� ,�� ,�� ��M����� ���� ������� �� ����� ��,�−� ,��− ,�−� ��M����� ���� ������� �� ����  ����
 ��������� �������� � ��� , �− = ��  × �−  

 ������� ����� � �������
���� ,��� � ,��� ,���  � ������� ��− ,��� ,��− ,��  ��M����� ���� ������� ��� ����  � � �  ���

 ��   
���� ,���� ,��� ,���  � ������� � � � � ������� ��� ����  ���  

 ��   
 ��������� ��� ?���� ����  ����  

 �� � ��� ���� �� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ������� ����� ����� �� ����� � ����� ���� ��� ���  ���
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:������� U����� ����� �� ��� ���� ������� ��� ���� ,��−�� �������� �
�� − ��− ,�� ,�� ,�−�  ���
�− ��− ,�� ,�� ,�−�  ���

�º� = ������� ���� ;� :���� �������� ���� ����� ������ ��� ����  ���

��− �� � = ���� ����� �M��� ���� º�� ������ ����� ������� ��� �� ���� ������ ��� ����  ���

�� ���� �� �� �� � ���� ����� �  ������� ��� ��� ��� �� � ��� ,���−�� ������� �

�

��−
�−

�−
�

�−

 ���

� ���� ��
�� ���� �� �� ,�−� �  ,d�� ,�−n  ����

���� �� ,�−� �  ,�� ,�−�  ����
����� �M��� ���� , �−

�  ���� ������ �� ����� ��M�� ����  ����
d

�−
�  ,�n ,�� ,�� :���� �������� ���� ��  

���M����� ���� �M��� ������� �� ��� � ���� ���� ,���−��� ������� �
� = � ��− = ����   ,�� ,��   , �� ,��  ����

�− = � ��−
�  = ����   ,�� ,��    , �� ,��  ����

� = � �� = ����   ,�� ,��    , �� ,��  ����

�−

�−

�

��

�

��

 ���� �� ��� ���� ������ ����� � :�����  ����
� = �� � ��� �−

�  − = �  ���

� = �  ��� �−
�  − = � �� ���

��

��M� ������� ���� ��� �  ����� ����� ������� ���� ��� �  ��� ,���−��� ������� �
�  �     ���� ����� �� ������ ����� ����� ����  ����
�  �     ����� ���� �� ������ �������� ��  ����
�  �     ����� �M��� ��� ����� � ����� ���� ���� �������  ����

������� ��� �� ���� ����� ���� ��� ������ ����� ����  ����
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���

��

�������� ������� ���

����� �����

 ������ � ����� ��� ,���    
����� ��� ��� ���� ������� ����� ������ ���� ����� ����  ���  

�� ������ ��    

��− ,��� ,�� ,�−� ��M����� ��� ���� ������� ��� ����  ����
�−
��  = ����  

?����� ������� �� ��� ��M��� U����� �� ,���−��� �������� �
��� ,���� ,�� ,�−�� ,�� ,��  ����

����� ���� �� ��� �� � , �  � ���  
��� ,���� ,��− ,�−�� ,��− ,��  ����

��
� ���� ���� �� �� � , �  ����  

 �������� ���� ����� ����� �� º�� ������ ����� ���� ���� ������� �� ������ ������ ��� ����  ����
�F
�  −  
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:������� U����� ����� �� ��� ���� ������� ��� ���� ,��−�� �������� �
�� − ��− ,�� ,�� ,�−�  ���
�− ��− ,�� ,�� ,�−�  ���

�º� = ������� ���� ;� :���� �������� ���� ����� ������ ��� ����  ���

��− �� � = ���� ����� �M��� ���� º�� ������ ����� ������� ��� �� ���� ������ ��� ����  ���

�� ���� �� �� �� � ���� ����� �  ������� ��� ��� ��� �� � ��� ,���−�� ������� �

�

��−
�−

�−
�

�−

 ���

� ���� ��
�� ���� �� �� ,�−� �  ,d�� ,�−n  ����

���� �� ,�−� �  ,�� ,�−�  ����
����� �M��� ���� , �−

�  ���� ������ �� ����� ��M�� ����  ����
d

�−
�  ,�n ,�� ,�� :���� �������� ���� ��  

���M����� ���� �M��� ������� �� ��� � ���� ���� ,���−��� ������� �
� = � ��− = ����   ,�� ,��   , �� ,��  ����

�− = � ��−
�  = ����   ,�� ,��    , �� ,��  ����

� = � �� = ����   ,�� ,��    , �� ,��  ����

�−

�−

�

��

�

��

 ���� �� ��� ���� ������ ����� � :�����  ����
� = �� � ��� �−

�  − = �  ���

� = �  ��� �−
�  − = � �� ���

��

��M� ������� ���� ��� �  ����� ����� ������� ���� ��� �  ��� ,���−��� ������� �
�  �     ���� ����� �� ������ ����� ����� ����  ����
�  �     ����� ���� �� ������ �������� ��  ����
�  �     ����� �M��� ��� ����� � ����� ���� ���� �������  ����

������� ��� �� ���� ����� ���� ��� ������ ����� ����  ����
?����� ��� ���� ���� �������� ��� ����  � � �  

�

�

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�
�

���
����

��� 
���

��

�������� ������� ���

����� �����

 ������ � ����� ��� ,���    
����� ��� ��� ���� ������� ����� ������ ���� ����� ����  ���  

�� ������ ��    

��− ,��� ,�� ,�−� ��M����� ��� ���� ������� ��� ����  ����
�−
��  = ����  

?����� ������� �� ��� ��M��� U����� �� ,���−��� �������� �
��� ,���� ,�� ,�−�� ,�� ,��  ����

����� ���� �� ��� �� � , �  � ���  
��� ,���� ,��− ,�−�� ,��− ,��  ����

��
� ���� ���� �� �� � , �  ����  

 �������� ���� ����� ����� �� º�� ������ ����� ���� ���� ������� �� ������ ������ ��� ����  ����
�F
�  −  
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 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������

������� F�� ������
Equation of a Straight Line

 ������ �����  �������
:��� ��� ������� F�� ������ ����  ���

 �� − �� = � �� = ����� �� ,�� �M����� ���  � � �  
 ��− = � ��− = ����� �� ,�−� �M����� ���  ���  

 ��  − � ��  = � ��
� = ����� ��− ,�� �M����� ���  ����  

:������� ������ �� �� � ������� ������ ������ ������ ����  ���

�
�

��− �−

����

�
�
�

�
� ��− �−�−

���

�
�
�

�
� � ��− �− �−

 � � �  

� :��M��� ���� ,� :����  � :��M��� ���� ,� :���� �− :��M��� ���� , �� :����
� + � = � � = � � − � �� = �

:�� �� � ��M����� ���� ���� ������� ������ ������ ������ ����  ���
 � = �� − � + �� ��� ,�� ,�� ,��  � � �  

 � = �� − �� − �� ��� ,�� ,��− ,��  ���  
�� = � − �� + �� :������� F�� �� �������� ��− ,�� �M����� ���� ������� F�� ������ ����  ���

 ���  − � ��  = �  
 � + � ��  = �  ��� ,�−� �M����� ���� � + ��− = � :������� �� ������� ������� ������ ����  ���

 � ��  − = �  ����� �M��� ���� �� + � �� − = � :������� �� ������� ������� ������ ����  ���

�� ���
�−�
���

��

��� ,�−� �M����� ���� � = � + � + �� :������� �� ������� ������� F�� ������ ����  ���
 ��  + � ��  = �  

 ������� ����� � �������
:�� �� � ������ ������� F�� ������ ����  ���

�

� � �

�
�

�−

����
�

� ��− �−�−
�−
�−
�−

���
�

� ��− �−�−
�−
�−
�−

 � � �  

� + ��− = � � − �� = � � − � �� = �
:����� ��� ,������ �� ������ ���� ,��−�� ������� �

�� + ��− = � :�������� ������ �� ,�−� �M����� ��� ������  ���

��−�−
�−
�−
�−
�−
�−

�−�−�−�−�−�−
�
�
�
�

� � � � �

 
���  + � �� = � �� + � �� − = � :������� �� ������ ��− ,�−� �M����� ��� ������  ���

��−�−
�−

�−�−�−�−�−�−
�
�
�
�
�
�

� � � � �
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 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ��������

������� F�� ������
Equation of a Straight Line

 ������ �����  �������
:��� ��� ������� F�� ������ ����  ���

 �� − �� = � �� = ����� �� ,�� �M����� ���  � � �  
 ��− = � ��− = ����� �� ,�−� �M����� ���  ���  

 ��  − � ��  = � ��
� = ����� ��− ,�� �M����� ���  ����  

:������� ������ �� �� � ������� ������ ������ ������ ����  ���

�
�

��− �−

����

�
�
�

�
� ��− �−�−

���

�
�
�

�
� � ��− �− �−

 � � �  

� :��M��� ���� ,� :����  � :��M��� ���� ,� :���� �− :��M��� ���� , �� :����
� + � = � � = � � − � �� = �

:�� �� � ��M����� ���� ���� ������� ������ ������ ������ ����  ���
 � = �� − � + �� ��� ,�� ,�� ,��  � � �  

 � = �� − �� − �� ��� ,�� ,��− ,��  ���  
�� = � − �� + �� :������� F�� �� �������� ��− ,�� �M����� ���� ������� F�� ������ ����  ���

 ���  − � ��  = �  
 � + � ��  = �  ��� ,�−� �M����� ���� � + ��− = � :������� �� ������� ������� ������ ����  ���

 � ��  − = �  ����� �M��� ���� �� + � �� − = � :������� �� ������� ������� ������ ����  ���

�� ���
�−�
���

��

��� ,�−� �M����� ���� � = � + � + �� :������� �� ������� ������� F�� ������ ����  ���
 ��  + � ��  = �  

 ������� ����� � �������
:�� �� � ������ ������� F�� ������ ����  ���

�

� � �

�
�

�−

����
�

� ��− �−�−
�−
�−
�−

���
�

� ��− �−�−
�−
�−
�−

 � � �  

� + ��− = � � − �� = � � − � �� = �
:����� ��� ,������ �� ������ ���� ,��−�� ������� �

�� + ��− = � :�������� ������ �� ,�−� �M����� ��� ������  ���

��−�−
�−
�−
�−
�−
�−

�−�−�−�−�−�−
�
�
�
�

� � � � �

 
���  + � �� = � �� + � �� − = � :������� �� ������ ��− ,�−� �M����� ��� ������  ���

��−�−
�−

�−�−�−�−�−�−
�
�
�
�
�
�

� � � � �
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�� = � ���� ,�−� �M����� ��� ���� ������  ���

�−�−�−�−�−�−�−�−
�

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

��
��

� � � � �
 

� = � �d�−
�  ,�n �M����� ��� ��� ������  ���

�−�−�−�−�−
�

�

�

�

�

�

�

� �
 

���− ,�� ,�� ,�� :��M����� ���� ���� ������� ������ ����  ���
� − � = �  

:�� �� �� � ������� F�� ������ ����  ���
�� = � �� ����� ���� �M��� ���  � � �  

� �−
�  = � ���− ,�� �M������ ���� �M��� ���  ���  

 ������� ���� ����� ���� ��� ,����� � ���I � ���� ������� ���� ����� ���� �� �M��  ����  
� �� � ������ � ���I � ����

 ,�� ,�� ��M����� ���� �������� ������� �� ,��  �M����� ���� ������� F�� ������ ������ ������ ����  ���
� − �� = � ��� ,��

��

 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ���������� ���
�−�

������� �M�� �� �����
Distance Between a Point and a Straight Line

 ������ �����  �������
� = � + � − �� :� ������� ������ ,��−�� ������� �

�� �� � ������� �� ����� �M���� ���� ��� �� ���
 �� ��− ,���  ���   ��� ��− ,�−��  ���

 �� ��− ,���  ���   �� �� ,����  ���
� = � − � − �� :�������� �� ,���� �M���� �� ����� ����  ���

���I ���� ��F�
�  = �

 ��F  
� + �� = �� :�������� ���� �M�� �� ����� ����  ���

���I ���� �
 ��F = �

 � + �F  
��� ��� � = � + �� − �� :������� ��� ��� ��− ,��� ������ ���� ������� �M� ��� ��I ����  ���

 ���I ���� ���  =  
� = � − � + ��− :������� �� ��− ,�� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���

 ���I ���� �F���  
� + ��− = � :������� �� �� ,�−� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���

 ���I ���� ��F���  
�� ,�−� ,�� ,�� ��M����� ���� ������� �� ���� �M�� �� ������ ������ ��I ����  ����

 ���I ���� ��F����  
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�� = � ���� ,�−� �M����� ��� ���� ������  ���

�−�−�−�−�−�−�−�−
�

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

��
��

� � � � �
 

� = � �d�−
�  ,�n �M����� ��� ��� ������  ���

�−�−�−�−�−
�

�

�

�

�

�

�

� �
 

���− ,�� ,�� ,�� :��M����� ���� ���� ������� ������ ����  ���
� − � = �  

:�� �� �� � ������� F�� ������ ����  ���
�� = � �� ����� ���� �M��� ���  � � �  

� �−
�  = � ���− ,�� �M������ ���� �M��� ���  ���  

 ������� ���� ����� ���� ��� ,����� � ���I � ���� ������� ���� ����� ���� �� �M��  ����  
� �� � ������ � ���I � ����

 ,�� ,�� ��M����� ���� �������� ������� �� ,��  �M����� ���� ������� F�� ������ ������ ������ ����  ���
� − �� = � ��� ,��

��

 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ���������� ���
�−�

������� �M�� �� �����
Distance Between a Point and a Straight Line

 ������ �����  �������
� = � + � − �� :� ������� ������ ,��−�� ������� �

�� �� � ������� �� ����� �M���� ���� ��� �� ���
 �� ��− ,���  ���   ��� ��− ,�−��  ���

 �� ��− ,���  ���   �� �� ,����  ���
� = � − � − �� :�������� �� ,���� �M���� �� ����� ����  ���

���I ���� ��F�
�  = �

 ��F  
� + �� = �� :�������� ���� �M�� �� ����� ����  ���

���I ���� �
 ��F = �

 � + �F  
��� ��� � = � + �� − �� :������� ��� ��� ��− ,��� ������ ���� ������� �M� ��� ��I ����  ���

 ���I ���� ���  =  
� = � − � + ��− :������� �� ��− ,�� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���

 ���I ���� �F���  
� + ��− = � :������� �� �� ,�−� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���

 ���I ���� ��F���  
�� ,�−� ,�� ,�� ��M����� ���� ������� �� ���� �M�� �� ������ ������ ��I ����  ����

 ���I ���� ��F����  
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 ������� ����� � �������
� = � + � − �� :� ������� ������ ,��−�� ������� �

�� �� � ������� �� ����� �M���� ���� ��� �� ���
�� �� ,��  ���
�� �� ,��  ���
��� �� ,��  ���

� = �� + �� :������� �� �� ,�� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���
���I ���� ��

 �  
� = ��� + �� :������� �� �� ,�� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���

���I ���� ��
 ��  

��� ,�� ,�� ,�� :��M����� ���� ������� �� �� ,�� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���
���I ���� �F�

�  
��
 � ����� ���� �M��� ���� ������� �� �� ,�� �M���� ��� ����  ���

���I ���� � �  
��� ,�� ,�� ,�� ��M����� ���� ������� �� �� ,�� �M���� �� ����� ��� ����  ���

���I ���� �F�  

��

 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ���������� ���
�−�

������� ������
Equation of a Circle

 ������ �����  �������
�� �� ����� ������ ,������� ������� ���� ��� �� � ���  ���

 �� � = �� + ���  � � �  
 �� � = � + ��� + �� + ��� − ��  ���  

 ��� � = � − ��− ��− �� + ��  ����  
 �� � = � + �� − �� + ��  � � �  

:��� ��� ����� ������� �� �� ������ ����  ���
 � = � + � �� = �M��� ��� ��I� �� ,�� �����  � � �  

 � = �� − �� + �� − �� �� = �M��� ��� ��I� �� ,�� �����  ���  
:������� ������ �� �� � ����� �� ������ ����  ���

�

�

�−�−

 ���  

�

�
�
�

�−�−

 � � �  

�� = � + � �� = �� − �� + �� − ��
:����� �� ���� ������� ����� ,����� ������� �� �� �M� ��� ��I ����  ���

�

�
�
�

�−�− ��− ,���

�� ,�−�

 ���  

� �

�
�
�

�−�−
�� ,�� ��

�� ,�� �

 � � �  

�� ,�� ,��I ���� �F� �� ,�� ,��I ���� �F
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 ������� ����� � �������
� = � + � − �� :� ������� ������ ,��−�� ������� �

�� �� � ������� �� ����� �M���� ���� ��� �� ���
�� �� ,��  ���
�� �� ,��  ���
��� �� ,��  ���

� = �� + �� :������� �� �� ,�� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���
���I ���� ��

 �  
� = ��� + �� :������� �� �� ,�� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���

���I ���� ��
 ��  

��� ,�� ,�� ,�� :��M����� ���� ������� �� �� ,�� �M���� �� ������ ������ ��I ����  ���
���I ���� �F�

�  
��
 � ����� ���� �M��� ���� ������� �� �� ,�� �M���� ��� ����  ���

���I ���� � �  
��� ,�� ,�� ,�� ��M����� ���� ������� �� �� ,�� �M���� �� ����� ��� ����  ���

���I ���� �F�  

��

 ����������������������������������������������������������  : ������� ��������  ����������������������������������������������������  : ������ ���������� ���
�−�

������� ������
Equation of a Circle

 ������ �����  �������
�� �� ����� ������ ,������� ������� ���� ��� �� � ���  ���

 �� � = �� + ���  � � �  
 �� � = � + ��� + �� + ��� − ��  ���  

 ��� � = � − ��− ��− �� + ��  ����  
 �� � = � + �� − �� + ��  � � �  

:��� ��� ����� ������� �� �� ������ ����  ���
 � = � + � �� = �M��� ��� ��I� �� ,�� �����  � � �  

 � = �� − �� + �� − �� �� = �M��� ��� ��I� �� ,�� �����  ���  
:������� ������ �� �� � ����� �� ������ ����  ���

�

�

�−�−

 ���  

�

�
�
�

�−�−

 � � �  

�� = � + � �� = �� − �� + �� − ��
:����� �� ���� ������� ����� ,����� ������� �� �� �M� ��� ��I ����  ���

�

�
�
�

�−�− ��− ,���

�� ,�−�

 ���  

� �

�
�
�

�−�−
�� ,�� ��

�� ,�� �

 � � �  

�� ,�� ,��I ���� �F� �� ,�� ,��I ���� �F
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 �������� ��� ������ ���� ��� ,�−� �� ������� ����� ,�� ,�−� �M���� ��� ������� ��� �� ������� ���  ���
 �� = �� − �� + �� + ��  

:������� ������� ��� ������� �� ��� �M� ��� ��I� ���� ���� ,��−�� ������� �
�� = � − �� + �� − �� + ��  ���

 � =  ,��− ,�� �����  
�� = �� − ��� − �� + ��  ���

 � =  ,�� ,�� �����  
�� = �� − ���− ��� + ���  ���

 ��F =  ,�� ,�� �����  
��� ,��  �M���� ��� � = �� + ��� − �� :�������� ,����� ��� ������ ����  ���

 � = � + � − � :���� ������ �������� �� �M����  
��� ,�� �M���� ��� ������� ��� ��� ��, �� ������ ���� ������� ������ ����  ����

 � = �� − �� + �� − ��  

 ������� ����� � �������
:������� ������� �� �� �M� ��� ��I ����  ���

���� ���  � � �  

�

�
�
�

�−�−
�

�

�
�
�

�−�−
�

�

�
�
�

�−�−
�

� � �
:��� ��� ������� ������� �� �� ������ ����  ���

�� = �� − �� + � � = �M��� ��� ��I� �� ,�� �����  � � �  
� = � + �� + �� � = �M��� ��� ��I� �� ,�−� �����  ���  

��

:������� ������ �� �� � ����� �� ������ ����  ���
���� ���  � � �  

�

�
�
�

�−�− � �

�
�
�

�−�−

�

�

�
�
�

�−�− �

� = � + � � = �� − �� + � � = � + �
:��� ����� �� ������ ����  ���

� = �� − �� + � ��� ,�� �M����� ���� �� ,�� �����  � � �  
� = �� − �� + �� − �� ��� ,�� �M����� ���� �� ,�� �����  ���  

:������� ������� �� �� �M� ��� ��I� ���� ���� ,��−�� �������� �
�F =   �� ,�� ����� � = �� − �� − ��� + ���  ���

�F� =   �� ,�−� ����� � = ��− �� − �� + �� + ��  ���
��� ,�� �M���� ��� �� = ��� + �� + ��� − �� �������� ����� ��� ������ ����  ���

� = � − �� + �  
���� :�� � = ��� + �� + ��� − �� �������� ���� ������� �M� ��I  ���

�� � � �  � ����  � ���  � � � �   
��� �  ����� ����� ����� ������� ���� ����  ���

�

��

�

��−
�−�−�−

�−

�

� �

 ���  

�

��−�−�−�−
�−

�

� �
���

 � � �  

��− ,�−� ��− ,��
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 �������� ��� ������ ���� ��� ,�−� �� ������� ����� ,�� ,�−� �M���� ��� ������� ��� �� ������� ���  ���
 �� = �� − �� + �� + ��  

:������� ������� ��� ������� �� ��� �M� ��� ��I� ���� ���� ,��−�� ������� �
�� = � − �� + �� − �� + ��  ���

 � =  ,��− ,�� �����  
�� = �� − ��� − �� + ��  ���

 � =  ,�� ,�� �����  
�� = �� − ���− ��� + ���  ���

 ��F =  ,�� ,�� �����  
��� ,��  �M���� ��� � = �� + ��� − �� :�������� ,����� ��� ������ ����  ���

 � = � + � − � :���� ������ �������� �� �M����  
��� ,�� �M���� ��� ������� ��� ��� ��, �� ������ ���� ������� ������ ����  ����

 � = �� − �� + �� − ��  

 ������� ����� � �������
:������� ������� �� �� �M� ��� ��I ����  ���

���� ���  � � �  

�

�
�
�

�−�−
�

�

�
�
�

�−�−
�

�

�
�
�

�−�−
�

� � �
:��� ��� ������� ������� �� �� ������ ����  ���

�� = �� − �� + � � = �M��� ��� ��I� �� ,�� �����  � � �  
� = � + �� + �� � = �M��� ��� ��I� �� ,�−� �����  ���  

��

:������� ������ �� �� � ����� �� ������ ����  ���
���� ���  � � �  

�

�
�
�

�−�− � �

�
�
�

�−�−

�

�

�
�
�

�−�− �

� = � + � � = �� − �� + � � = � + �
:��� ����� �� ������ ����  ���

� = �� − �� + � ��� ,�� �M����� ���� �� ,�� �����  � � �  
� = �� − �� + �� − �� ��� ,�� �M����� ���� �� ,�� �����  ���  

:������� ������� �� �� �M� ��� ��I� ���� ���� ,��−�� �������� �
�F =   �� ,�� ����� � = �� − �� − ��� + ���  ���

�F� =   �� ,�−� ����� � = ��− �� − �� + �� + ��  ���
��� ,�� �M���� ��� �� = ��� + �� + ��� − �� �������� ����� ��� ������ ����  ���

� = � − �� + �  
���� :�� � = ��� + �� + ��� − �� �������� ���� ������� �M� ��I  ���

�� � � �  � ����  � ���  � � � �   
��� �  ����� ����� ����� ������� ���� ����  ���
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 �� ,��  ��� ,�� �M���� �� ����� ���� ���� �� ,�� �M���� ���� ��� � ���� ����  ���
 ��− ,�� ;�� ,��  ��� ,�� �M���� �� ���� ��F ���� ���� �� ,�� U����� ����  ���

?� ���� �� �� ��������� � = � + �� + �� , ���� � ��� ,� = � � − �� :�������� ��� ���  ���
 � = �  

 ��������  ��  ���−  ,��  ,��−  ,��  :��M�����  ���  �������  ��  ,��  ,��  ,�−�  :��M�����  ������  ���  ���
?�������� �� ��������

 �− = d��n d�� −n ,��������  
�������� ��� ������ ���� ��� ,�−� ������ ������ ��� �� = �� − �� ������� ��� ���  ���

 �� = �� − �� + �� + ��  
�� : � ����� � ��� �� ������ �� �� � ���� � ��� ,�−��� ,�� ,��� ,�� ,�� � ��� ���� �� ��  ���

 �� ,��� �� ������� ����  � � �  
 � = � − � − �� : ��  � ��  ������ ����  ���  

��� ,�� �� ����� �� �� ��� �M�� ��� ,� = � + � − �� :�� �� ������ ����  ���
 � = �� − � + �� ��� �M����� ���� �� �� ������� ������� ������ ����  

�������� ��� ����� ��� ,������� ��� ����� �� � ,�� ,��� ,�� ,�� � ��� ���� �� ��  ���
� �� �M���� ������� ����  � � �  

 �� ,����   
��� � ������� ���� �� ��Δ �� ���� ,� � � ������ �  ���  

 �− = ��� ��� × �� �  ��� �� �� = �� � + ��� = ��   

��

,��  �����  �  ,��  ,��  ,��  ,���  ,���  ,��  :��  ������  ��  �����  ��������  ,����  ��  ��  ���
���� ����� �

�� ,� �������� ����  � � �  
 �� ,����� ,�� ,����   
��� � �� � � �� ����  ���  

 � = � − �� − �� = � − ���� − ��   
��� � �� = � � �� ����  ����  

 ��� � �� = � � � ��� ,� = �� � ; �� = � �   
��� � �� ������� ��� �� �� ����  � � �  

 ��������� �� �� � � ��  ;  � = d�� −n × �  ;  � : �� � ��� , �� − : �� ���   
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������� ������ ������

 �� ,��  ��� ,�� �M���� �� ����� ���� ���� �� ,�� �M���� ���� ��� � ���� ����  ���
 ��− ,�� ;�� ,��  ��� ,�� �M���� �� ���� ��F ���� ���� �� ,�� U����� ����  ���

?� ���� �� �� ��������� � = � + �� + �� , ���� � ��� ,� = � � − �� :�������� ��� ���  ���
 � = �  

 ��������  ��  ���−  ,��  ,��−  ,��  :��M�����  ���  �������  ��  ,��  ,��  ,�−�  :��M�����  ������  ���  ���
?�������� �� ��������

 �− = d��n d�� −n ,��������  
�������� ��� ������ ���� ��� ,�−� ������ ������ ��� �� = �� − �� ������� ��� ���  ���

 �� = �� − �� + �� + ��  
�� : � ����� � ��� �� ������ �� �� � ���� � ��� ,�−��� ,�� ,��� ,�� ,�� � ��� ���� �� ��  ���

 �� ,��� �� ������� ����  � � �  
 � = � − � − �� : ��  � ��  ������ ����  ���  

��� ,�� �� ����� �� �� ��� �M�� ��� ,� = � + � − �� :�� �� ������ ����  ���
 � = �� − � + �� ��� �M����� ���� �� �� ������� ������� ������ ����  

�������� ��� ����� ��� ,������� ��� ����� �� � ,�� ,��� ,�� ,�� � ��� ���� �� ��  ���
� �� �M���� ������� ����  � � �  

 �� ,����   
��� � ������� ���� �� ��Δ �� ���� ,� � � ������ �  ���  

 �− = ��� ��� × �� �  ��� �� �� = �� � + ��� = ��   

��

,��  �����  �  ,��  ,��  ,��  ,���  ,���  ,��  :��  ������  ��  �����  ��������  ,����  ��  ��  ���
���� ����� �

�� ,� �������� ����  � � �  
 �� ,����� ,�� ,����   
��� � �� � � �� ����  ���  

 � = � − �� − �� = � − ���� − ��   
��� � �� = � � �� ����  ����  

 ��� � �� = � � � ��� ,� = �� � ; �� = � �   
��� � �� ������� ��� �� �� ����  � � �  

 ��������� �� �� � � ��  ;  � = d�� −n × �  ;  � : �� � ��� , �� − : �� ���   
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:���� �� ,�−�� ,�� ,��  ,�� ,��� U����� �����  ���
��  �� , � � �� ������� ����� ������  � � �  
��  ,�  ,  U������ ��� ���� ������� ������  ���  

�� �M���� � ������� �� ���� ������  ����  

�� = � � + �� :������� ������ � ,� = �� − �� − �� − �� + �� :�������� �����  �  ���
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��

�

� � ���� ��
�

�

�

� �

� �

 ����� ������� ������ � �������� ������� ����  � � �  

���������� � ������� �� , �� ����� ����  ���  
�� ������� ��   

����� ���� ���� �� ������� ������ ����  ����  

�� ������� �� �������  � �������   

 � ,  �I����� U��� �������� ����  � � �  
��� ��������  � �������   

��� , �� ����� ������� ����  ����  

�� = �� + �� − �� :������� ��� ���� �M�� ������ ���� ������� ������ ����  ���

�� = �� + �� − �� :������� ��� �� ,�−� �M���� ������ ���� ������� ������ ����  ���

� �� �  + � � � − = � ������� ���� ������� ��� �� ,�� ������ ���� ������� ������ ����  ���

��

������� ���M� ��� ��I � �− = � ,� = � :�������� �� ���� ������� ������ ����  ���

��� ≠ �� ��� ,�������� � = �� + � � � + � �  ,� = �� + � � + �  �������� �� ����  ���

�����  �������  ��  �����  ��M��  �������  ������I  ����  ,���  ��  ���������  ��������  ���  ��M���  ���
������  ���� �� �� ��� �� � ����M��  ����� ������  ��� �� �� ��� ��  ����M��  ���� ����

������� �� �� ���

����� �M�� ��� ������ �M�� ��� �����M�� �� ������ ����  

*
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:���� �� ,�−�� ,�� ,��  ,�� ,��� U����� �����  ���
��  �� , � � �� ������� ����� ������  � � �  
��  ,�  ,  U������ ��� ���� ������� ������  ���  

�� �M���� � ������� �� ���� ������  ����  

�� = � � + �� :������� ������ � ,� = �� − �� − �� − �� + �� :�������� �����  �  ���
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� � ���� ��
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� �

� �

 ����� ������� ������ � �������� ������� ����  � � �  

���������� � ������� �� , �� ����� ����  ���  
�� ������� ��   

����� ���� ���� �� ������� ������ ����  ����  

�� ������� �� �������  � �������   

 � ,  �I����� U��� �������� ����  � � �  
��� ��������  � �������   

��� , �� ����� ������� ����  ����  

�� = �� + �� − �� :������� ��� ���� �M�� ������ ���� ������� ������ ����  ���

�� = �� + �� − �� :������� ��� �� ,�−� �M���� ������ ���� ������� ������ ����  ���

� �� �  + � � � − = � ������� ���� ������� ��� �� ,�� ������ ���� ������� ������ ����  ���

��

������� ���M� ��� ��I � �− = � ,� = � :�������� �� ���� ������� ������ ����  ���

��� ≠ �� ��� ,�������� � = �� + � � � + � �  ,� = �� + � � + �  �������� �� ����  ���

�����  �������  ��  �����  ��M��  �������  ������I  ����  ,���  ��  ���������  ��������  ���  ��M���  ���
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