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����� ��
  

������ ���� ������ 
	���� ������ ������� − ��
 ������ ���� �� � �������  + ������ ���� ��� � 
��� = ��  �������

����� ��
  
��� � ������ ���� ������ 
	���� ������ ������� − ��

 ��� � ������ ���� �� � �������  + ��� � ������ ���� ��� � 
��� = ��  � ��� � ������

����� ��
  
�	 � ������ ���� ������ 
	���� ������ ������� − ���

 �	 � ������ ���� �� � �������  + ��	 � ������ ���� ��� � 
��� = �� � ��	 � ������

��������� �����   �   ���

:�������� ���� � 
�� ���� ���	� ������ ��
��� ����

�����−�−��−��−��−��−���������
���������������

�
	���� ������� ������� ��
� � ���  �
��¡����� ������ 
���  �

:����
����������������� ��	 � 
��� ¢� �£�
	���� ������� �������
−���� ¢� �£��
−����� ¢� �£�¤
−����� ¢� �£���
−����� ¢� �£���
−����� ¢� �£��¥
−���¤� ¢� �£���

���������
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�� = � ��������� �����  
�� = ���  = �

�  = 
����� 
�	�	  
������� 
����� 
�	�	 ����� �� �� ���� ����� � ��­ ������ ������� ������� �������� ����� �� :
����� ���  

��� ,��� �� 
����� ��� �������� ������ �� ����� �� �� ���� ��  

����� ��� × 

����� ���� ������ ������ ������ ������� − ��

 
����� ���� ���� �������  + 
����� ���� �¡¢�� �£�� = �� ­ 
�����  
�� = ����� ���  ,      ¤ = 
����� ���� ����� �������  

¥ = 
����� ���� ������ ������ ������� �������  ,         �� = 
����� ���� �¡¢�� �£��  
�� × ¥ − ��¤  + �� = �  

�§ = �  

���¨���� ��¨��� �©� ���� ����� ������ ������ ª«��  �
�����−�−�¤−��−¬¤�������

�������¬®¥���   
¯������ ������� ������� ���° � ±��  �  

¯�²����© 
����� �°��  ³  

 �°���� �´� � µ��� ,��¢�� �¶� �¢�£�� ·��� ���� �©� �� ���¸����� �¢�� �� �µ���� �¬ ��°�¢ ������ ������ ª«��
¯�°�¢ �� �� ��¹�º¨��

�����−¤−��−�¤−��−�¤�������
��������¬®»��¬

:�� µ¼� ¢���½ ³��¾����
������ ������� ������� ���°  �

¯����� ������� �¡¢�� ������  ³
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:����
�� = � ��������� ���
�

� = ���  = 
	 � �����
����������������� ����� ���� �� �� ��­��� ��
���� �������
−�
−	�
−	�
−��
−��

	
�
�
�
�

	� �� �� 
	� �� �� 
�� �� �� 
�� �� �� 
�� �� �� 

	
�
	�
�	
��

���
�����
 ����� ������ ����� ��­�� �  �� ���  ����� ����� ��­��� ��
���� ������� ���­���� ����� �� ����� ������ ��� ���� ����


�� ,	�� �� ����� ������ ��� ��­��­�� �
¡�¢­��
� = ����� £�¤  ,       � = ����� ������ ���� ��¥�� �������

� = 
� � ���� ¦�­��� ��­��� ��
���� �������  ,           	� = ����� ������ ���� ����� ����
	��

� = � × � − �
�  + 	� = �

	© = � ��  = �  �����
 ����� ������ ����� ��­�� �  �� ���  ����� ����� ��
���� ������� ���­���� ����� �� ����� ������ ��� ���� ����


�� ,��� :�� ����� ������ ��� ��­��­�� �
¡�¢­��
� = ����� £�¤  ,       � = ����� ������ ���� ��¥�� �������

	� = 
� � ���� ¦�­��� ��­��� ��
���� �������  ,           �� = ����� ������ ���� ����� ����
� × 	� − 	©�  + �� = �    `

�� 	
�  =   

 ª�« �¬� ��­��� ®��� £��� �«  �� �­�¯­���� ¡�­� �� ��­¤ �� �­°�� ��­��� �������� £��
�� �±��  �
��°�� �� ��²³�� ��­´���

�����−�−	�−	�−��−�����
���
���������©����

:�� µ¶� �­
�· ¸��¹���
���­��� ��
���� ������� £��°   

������ ������� ����� ������  ̧



��

2-4

º∏©àJ ±ƒ°S
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 ,��	��� :�������� ������
�������� ,�
����� �	�����

   ����� ������� ��
 �
��� 
���� ­���� �� �������

 ������ ���
:������ ������ ��

������� −�� −�� −�� −�� −�� �����
�� � �� �� �� � ­������

����
���� �
	
��� ���� �
�� ���
���� ������� �������� ��� � ­�  �
�������� ,������ ,���
��� ,����	�� ������� �� �� ����  �

���������� �� ���
��� ���� ����� ����� ���
��� ����� ���
�� ����  ��

 �� ��� �� �� ������ �
	
��� ��� ���� �� ������� ¡¢��£� �¤¥� ��¦� ���
���� �
	
��� ��� �� §
��¨� ������ ��­�© �
�
����� ��ª�� �� � ��� �� ��� �������� ����� ��« �
�ª� ���
� �¬��� ��	��� ��� ���� �� � ¡���� �
�¬�� ��¦� ,®��
���

�§�¯�� ��¬� ��� ���¬� ���� ���
���� ������� ����	�� ������� ���� ���	�� ��� �­� ��

 �
	
��� �� �
�� ��� ����	�� ������� ����« °��© §
��� ��� �������� ��±�© �� ���� �¢�	�� �� 
�­� �� ����
 ��� �������� ²
�±© ��« ����� ��¯�� �� ������ ���� ³����� ���� ��« 
�ª� ���� ������ ���� ��� �� ���� ´�� ���
����

 ³����� ���� ��« 
�ª� ���� ������ ���� ¡µ�� ���
���� �
	
��� ���� ´�� ���
� ����	�� ������� ����« °��© §
�¶·
������� ����

�������� �������� ������ ������ ��
 �
���

�
����� �	�����
��	���

�������

¸¹����� ³����¢�º ������ ��« ³����¢�
������� = �
����� �	����� = ��	���

 ¸³����µ� ���� ¢º �������

�
����� �	�����
��	���

�������

¸¹����� ³����¢�º ������ ��« ³����¢�

  �
����� �	����� < ��	��� < �������  �
����� �	����� = ��	��� = �������  �
����� �	����� > ��	��� > �������
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����� �� ������ ������� 
�� 
���	���� ��� �� ��	��� �� 
����� �������� �� ­��� ����� ������ ���	�
�­����� −�� −�� −�� −�� −�� −� −� �����
�� � � � � � � � �������

��������� ������� ���� ���� �������� ������� 
����	�� ��� ¡�¢�  �
���� £¤ �¥­� � ��� ?§�­��� ��­� ¡�  ̈

:¡���

��

� � �� �� �� �� �� ��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
� �����

����
��
 �

�ª«�­� §�­���¬ ������ ���� §�­���� £� �������� ������� ¡�® �� ¯°��  ̈  

�±���­²����� ��	��� �� £� �� ����� ������ ���	�  �

�­����� −�� −�� −�� −�� −�� −�� �����
�� � � �� � � � �������   

��������� ������� ���� ���� �������� ������� 
����	�� ��� ¡�¢�   �
���� £¤ �¥­� � ��� ?§�­��� ��­� ¡�   ¨
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º�� , º�� , º�� , º�� , º�� , º�� , º�� , º�� , º�� :������ ��� ��
 �� 
	����� ���	� ������� �������� ���� 
�­� 

 ��­��  ������  ��  �������
��������� �� � �	��� 

 ��������� ���� �������� ������� �
����� ������� ����  �
���� �� ���� � ��� ?������ ���� ��  �

:����
º�� = ��¢¢  =  ����� £��¤�

����� ���  = �
����� �������   �
º��  ,  º��  ,  º��  ,  º��  ,  º��  ,  º��  ,  º��  ,  º��  ,  º�� :�¥����¦  �� �� �����  

§¨���© ¢ = ����� ���  a  

º�� = ������  `  

º�� = �������  
�
����� ������� < ������ < �������  a   �

������ ����  `  

���� �����ª� £��  

:§���������
 �����© «	����� ¬��� �� ���®��� ¯� ����¤� ���°� ������� �������� ���   �
�§�© ���� �� 
�	���� �±²��� ¯� ��� ���� ,��� ,��³ ,��� ,��¢ ,��� ,��´ ,��� ,��¢  

������ ����� �������� 
����� ��
 ������� ����	�� �������� ��	��� ��
 �������

� � � � � � � � �

 ������ �� ¯��µ	���� ¨¶ ·���¦�� �¸¹� º �µ��
�»±��� ¼�
���� »���� ¼�
��� ¯�
 ½¦����� �� ¼��

 ������ �� ¯��µ	���� ¨¶ ·���¦�� �¸¹� º �µ��
�»±��� ¼�
��� »�� ��� »���� ¼�
��� »�� ��¾�

 ������ �� ¯��µ	���� ¨¶ ·���¦�� �¸¹� º �µ��
�»���� ¼�
��� »�� ��� »±��� ¼�
��� »�� ��¾�
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:�� ������� ������ ����
�� 
�	����� ���
�� �� ����� ���� ������ ������� ������� �������� � ­��
��  ,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  ��,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  ��

������ ������� ����� ������� ������ ����  �
�����
���� �� ���	��� �¡¢� £�
�  ¤

?
����� ��¦ §����� �� ������ ��¦ §����� ¨� ©�ª��� � ��� �������� �«  ¬®
:�¯��

��®�° ���� �� = £�²�� ���  �
� = � + ´�  , � = ´�  ��µ����� ������ �����²�� ����� ����� �« ������  

��¶� = �� + ���  = �� � ������  `  
������ � = �«���� ����� �������� ����·� ¸�� ���� �« �� � ����� ������  

�� = �� � ����� ������ ´�
��  
������ � = �«���� ����� �������� ����·� ¸�� ���� �« �� � ����� ������  

�� = �� � ����� ������ ´�
��  
� � �

��
 ���²��
¹�º���

 ���²��
��»���

�� �� �� �� �� �� �� ��

��

�� ��

�� ��¶� ��  ¤

 
����� �µ·� §����� �®���¼� ����� ������ ��¦ ½	� ����� ������ ��¦ ¤�¾� ������ ´� ¿À�� ���	��� �
Á ��  ¬®
������ §������

  ,  Â�  ,  Â�  ,  Â�  ,  ��  ,  ��  ,  �Â  ,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  ��  ,  �Â  ,  ��  ,  ��  ,  �� :������� �������� ��  �
���  ,  ���  ,  ���  ,  ��Â  , ���

������ ������� ����� ������� ������ ����  �  
�����
���� �� ���	��� �¡¢� £�
�  ¤  

?
����� ��¦ §����� �� ������ ��¦ §����� ¨� ©�ª��� � ��� �������� �«  ¬®  
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 ���
�� ���
 ������ ������� ��� �
��� ��� 
�	�� ���� ���� ������� ����� ����� ��

:�­� ��� �	�� ��
��
���� ������� ������ ��
���

�� �� �� �� � ���
�
�� � �� � �� 
������
�� �� �� � � �����
�� �� �� �� ��  
��
��

���	� ��� ������ ����� �� ����� ������ �­� ������ ���� ��  �
��
�����
����� �����
�
���
�

������
�����

 
��
��

 ?��������� ���� �� 
�	��� ������� ������� ������ �� ,������ 
��­��  
?��
� �¡�� ������ �¢� ��� ���� �� 
�	��� ������� ������� �	��  �

?��
� �¡�� £���� �� 
�	��� ¤������� �����¥� �	��  ��

������ ������ − ������ ������ = �����
��¢£�

 ����¤��� ¥�¦���� ��
¢ ��
 §¨��� �©�� �ª  
«��� �¬
 �������� ®�¯���� , 
«���

�
±��� ���
���

  ���²� ¥����� − ���²� ¥�����
�  = ������� ����� ���

�³ ª − ª´
µ  = �  ��
	���  

�³ ª − ª´
µ  =  ��
����� �����
�

�¶���� ��� = µ ,��
���� ������� = ª ,������� = ª ·�¢
:
¹��� µ�¤�  
�
�	�� �� ¶���� ���¤� ���� µ
¨ �¬º

ª �»������ ���¤� ��� = �  ·�¢  

®   

�  �³ ª − �ª´
� = 

®   

�
� = �

 =  ;  

®   

�  �³ ª − �ª´
� = �

®   

�
� = �

 = �
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��  ,�  ,�  , � ,�  ,�  , � ,�  ,�  ,� :�������� �
���
��������� 
�	� ����� ������ ,����� ������ ,������ ,����� � ­�  �

�������� ����� ��� � ­�  �
��������� 
�	� �������� �������­ ������� � ­�  � 

:����
��  , �   , �  , �  , � , �  ,�  , �  , �  ,� :��������

� = � − � = ������ ������ − ������ ������ = �����  �
� = ����� ������  ,  � = ����� ������  ,  ��� = � + ��  = ������  

� = � − ��  = ������� ����� ���  �
:������� ������� ����¡ ¢�­� £�� �������� 
�	� �������� �������­ ������� ����¤  � 

� + � + � + � + � + � + � + � + � + �
�¥  = ¦  

� = �¥�¥ =  
��§¨©

 �������� ������� ª�« �¬¡
 ®�¯ ª�°± ,�²��� �© �¢���¯
 ������� �© ����  ̄��������

��������

 :������ ³­���� ª�́°�
¦¦ − ¦�µ ¦ − ¦¶
��−��
��−�
��−�
�¥¥
�¥¥
���
���
���
���
���

·� ¸������
·�� = ·��¥ = 

�  �������
�����  ·��  =  �������� �������
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�� ,�� ,�� ,�� ,� ,�� ,� ,�� ,�� :�������
 ��
	�  �
��������
 ���� ������
 ����
 ��� ,��� 
 ­����
 ,��� 
 ­����
 ,�����
 ,����
 ����  �  

��������
 �
����
 ,������
 ,������
 ������
 ����  �  

:��� ��� ����	�
 ���� ,� ����� ��� �	����� ��¡����
 ¢£��
 �� ���¤ 
 �¥� ¦���� �§ ���� ¨©ª��
 �§

¨��«��
 −�� −®� −®� −�� −�� −�� −�� −�� −��  ��¡����
 ¢£��

¯��£����

��� � � �� �� �� �® �� �� �� �°���
 ���
�������
 ������
 ���� ±² ,�³§ ´� µ��� ��«�¶� ·��«�
 ´���  �

��������
 �
����
� ������
 ����  �
:´��


 ��¡����
 ¢£��

¯��£����−��−��−��−��−��−��−®�−®�−��¨��«��


�°���
 ����������®�����������
�³¸�
 µ�����¹���¹���¹���¹���¹���¹�®�¹�®�¹���¹�

 �

�� ��
��

 = »  

¼��¹� × �¾ + ¼®�¹� × �¾ + ¼®�¹� × ��¾ + ��� + ¼��¹� × ��¾ + ¼��¹� × ��¾ + ¼��¹� × ��¾
���  = »  

�� = � ������  = »  
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����− =�� − ����
����− =�� − ����
���− =�� − ����
���− =�� − ����
��� =�� − ����
��� =�� − ����

���� =�� − ����
���� =�� − ����
���� =�� − ����
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��
��
��
��
��
��
�
�

����
����
����
����
����
����
����
����
����

�� ��� = �������  
�   

�� × �� � − ���
� = 

�   

��� = �

 = �  :�������  

�������  �� ������  =  
�������    :���
���� 
�	����  

���� 

:��� ��� ������� �������� ������� ����  ����� ¡
�� ��  
��
¢ �£�¢ ¤£�  �

������� −�� −�� −�� −�� −� −� ����������  ­���
��� �� �� �� �� �� �� ��	����   
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���� ���  

  ����� ����� �� ��� C2 ������ �� ������ ������� ����� �� �
 ����� ������
 ��
 ����

���� ���
 

   ¡��� ,+ 	����� ���� ¤¥¦�� §����� ������� ����¨�� �� �Handel Cell� ������ ©¥�� �ª
 	����� ���� ��� 
 ������� ����� �� �
 ��
 «�¦��� ¬�­� ®��� D2 ������ ��� �¦ª� ����
 ���¯�° ¡���� ®���� ��±��� 	�����
 �ª�� ²­�� �Relative Cell� �����¥��� ��³��� ��¥� ��� ¬�´ ����� ,��µ� ����� �� ��� D2 ������ �� �����¶��

��������� �·� ¸���� ������ ¹�¥���
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	 �  = 
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�� ����

 
������ ������� 	�� ������ ����
��� ��� �� ������­� 
������� ������� �	�� ������ 
����� 
����� ���
  �
 ,¡�¢�� ������� £�¢� ���¤¢��� ¥� ��������� ���� ¦��� 
�­���� ��	�§��� ���¨� ��©�� ª�� ¦��� 
���¤�� «�¬����

:¦�� ��¨ ������� ���� ������� ��® 
�
��� �¯��­ ����� ���¤�� ¦© � °±����
�²��³�����´����² �´²�³³����µ 

 ��©�� ª�� ¦��� ¶������ ���­���� ¦© 
�­���� ��	�§���� 
������ ������� 	�¢� ������ �·�¯���� � °���­�� � °������ ����
���¸�� £�� ��

:
������ ������� 	���� ��� ¶���� 
�¬± �� �� ¹�º� ª��¨ �¤���
����´²� ³�»������³�µ´� µ�����³�µ���²

��� ¼�� ª����� ���¬± ¦© ������� 	���� ��­���� ¶���¢��� ½���­¾�� ������� �� ·�¨ ª���
:����

  �¿EXCELÀ ���­�� ��Á§�� Â

   ��Ã� ��¨ ª����� �� ¼�� ���¬��� ¦© ������� 	���� ���	Ä� £��­� ,
�¬���Å������� 	�� ª��­ A1 
����� ¦© 

���²� ��§��
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 	���� ���� ������
 ��
 ����� ��� 
����� ����� ����� ��� A13 �­���� ��� A2 �­���� �� A

���� ���
 

   B2 ������ �� �� ��� �­���� ����¡ �� ������� ��
 �� ¢����� ���£��� �� ���¤��� ���­� ������
 ��
 ���� 
���¥� ����� �� ���

  ���¥� ����� ���� ���  ��
 	����� � ���� ���� ¦§ ,C2 �­���� ����

��¥� ���
 

   ��©�ª �� ����� ¦§ ���«� ����� �¬
 ��©�ª �� �®�¯°�
 ��­�±�� ���� ��²� ����� �³­¤� ��� ����� ´����
 	������ ���� 
��STDEVP
 µ��­���� ¶����·� ���� ����� �����
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   A ������ ������ ����� �Number 1
 ��
 	����� ���� ��� ,������� ��� ­�
 	���� ����� ������
 ��
 ���� 
����� ����� ����� ��� A13 � ���� ��� A2 � ���� ��

���� ���  
   �� ��� � ���� ����� �� ������� ��
 �� ¡����� ���¢��� �� £�� ���� ¤����¥� ��� � ������
 ��
 ���� 

����� ����� �� ��� C2 ������ ��

���� ���  
:§��� ��������

�¨��©�ª :�� ��� � ���� ����� �� ¡����� ���¢��� ����� ��
 �� ���«���  �
���©ª¬ :�� ��� � ���� ����� �� ¡����� ���¢��� ����� ��
 �� £�� ���� ¤����¥�  �

��® ¯�°±� � ²¢����� � ²����³� �� ��� � �� � �� ���
´ 	��
 µ�¶ £�� ���� ¤����¥�� ���«��� �·�´  ¬
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 ����� ����� �� ��� ����
 ���� 
	����� ��� ,������ ������� ���� ­ ����	 �����   �� ��� � ������ ���� ����
����   �	��� ��� ��� ������

:��� ��� � ����� ���� 
¡ �� ���¢� ��£� �	 ����	   ���� �¤ �	 ��¥���� ���� ��¦�
 ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��§ ,��§ ,��§ ,��§ ,��� ,��� ,��� ,��� ,��  ̈,��  ̈,��¤ ,��©
 ,��ª ,��ª ,��« ,��« ,��« ,��© ,��© ,��© ,��© ,��© ,��© ,��© ,��© ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,���

��©¤ ,��ª
:��� ��� � ����� ���� 
¡ �� ��¡ ¬�� ��£� �	 ����	   ���� �¤ �	 ��¥���� ���� ��¦� ®¯

 ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��� ,��§ ,��� ,��� ,��  ̈,��¨
 ,�©¤ ,�©¤ ,�©¤ ,�©¤ ,��ª ,��ª ,��ª ,��ª ,��« ,��« ,��« ,��« ,��« ,��© ,��© ,��© ,��© ,��© ,���

��©¨ ,�©¨
?�±����� ���
 �	 ²� ²�� �³�� �	 ����� �� ������� ´��� ���� µ��

� ��� ����
���
 ²� �	 ������� ¶ ��¢� ������ �­ ���� ������� ���¡

����·¨ = ¨¤�¤��¤  = ¶ :���¢� ��£� ��� ����� ­
�  �	��� ���·¨ = ¶ :�¹ ¶ ��¢� � ������ �­ ���� ������� �� ��

����·�� = ¨¤��«�¤  = º :��¡ ¬�� ��£� �	 ������� ¶ ��¢� ������ �­ ���� ������� ���¡ ®¯ �	�
�  �	��� ���·�� = º :�¹ ��¡ ¬�� ��£� �	 ¶ ��¢� � ������ �­ ���� ������� �� ��

 �¹� �±����� »�¼ ��� ½��¢� �¹   �	��� ���·¨ �­ ���� ������� �¢ �¡ ¬�� ¾ �¿�� �	 ²À�� Á�¢� ¾ �¿�� ����� �� �� ­�
�  �	��� ���
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� ��� ����
 �� �������� ���� ����
�� ������ 
�	�� ������� ��
�� ,����� ������ ,����� ������ �� ,�������� �� �����  �­��� ����

���� ��� ������ ������� ��
��
��� =  �­���  :����� ����

��� = ����� ������  
����� =  �­���  :������� ����

��� = ����� ������  
����� = ����� ������  

��� = ��� − ����� = ������� ��
��  
    ��� = ����� ������  

� = ��� − ��� = ������� ��
��  
 �� ����� ������� ��
�� �� ���� ����� ���� �� ����� ������� ��
�� �� ,������� ���� �� ���� ����� ���� �� ����­¡�

� ��� ������������ ����
¢��£�� ��� ����� ����
�� ������ 
�	� �� ,������ �� ������� �� �¤¥���� �������� ���� ¦����
�� §��	�¨� ����

 ����� ��©� 
�¥���� ��� ����� ����	��  ­��
�� ª ,« ¬�® ¯�  + ª ,�  − ª ± ¢��£�� ���� ¯�  + « ,�  − « ±
�������� ��©�� ����� ��©� 
�¥���� ��� ����� ¦����
�� §��	�¨� �  , �  ,������� ��©��

��� = �  , ����� = « :����� ����
�¯��� ,���± = ¯�  + « , �  − « ± ¢��£��

��� �² ¯��� ,���± ¢��£�� �� ����� ���� �� ¢¡��
�� ����� ���
� %�´ = %�´´ × ���´ = ����
�� ������

����� = �  ; ������ = ª :������� ����
�¯��· ,���± = ¯�  + ª , �  − ª ± ¢��£��

��· �² ¯��· ,���± ¢��£�� �� ������� ���� �� ¢¡��
�� ����� ���
%���� = %�´´ × �·�´ = ����
�� ������

�%���� ������ �� ��¸� �² %�´ ������ �� ,������� ���� �� ���� ����� ���� �� ¦�
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������ �����
 ����� ������ ���� �
� �
�	 ��	� ���������� � ��
��	� ���	� ��� ��� ��
 ���  ­���	 ���� ��
� ����� ���

������	� ����	� �� ���  ���	 ���	� ��� ���
:��  �� �� ����	 ���	� ��� ��
�� ����	� �����

����������������������
����������������������

��������������������
����������������������
����������������������

 ���� ������	� �¡¢	 £ ¤���¥	� ¦����	� §��� §� ¨�© �	���� ���� �ª� ���� �	�¥� �	�� �¡« §� ���¬�	� ������  �
����� �� �� �� ���� ��

?��¯��°�	� ����	� ���� ¤± ��²� ���� �� ��� ���	 £ ¤���¥	� ¦����	� ��� �±��� ¨�°	� �¡« ³«  
 ���� ¨�© ´µ� ���²� �¡	 , �   ��¬�	� ¤± �����	� ¨�°	� ·�¥� §� ,£ ¤���¥	� ¦�����	 ���� �
� ���¬�	� ���±  �
 ��¯��°�	� ����	� ¸�� �¹º �� »	ª� ���� �� �� �� ���� �� ���� ���	� ���	 ¼²����	� ½��¥
�� §��� §� �«�

�¾�©� ?�±��� ¨�°	� �¡« ³¢± �����	� ¤± ��²��	�
?¿��
À�� ²������� Á� �	�� Â��Ã� :���¬�	� �¡Ä�� ½�� ¼¡	� ²���	� ��  ��
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  ������ ��� ��� ��� �
�
���� ��
 	���� ���
 ��
� �� ��
���� �������
  � ­ � ����
� ������ ����� ����� ��� ��� �� �����
��� �������� ��� ����� ������ ���� ���� ������ �� ������
  ������� ���
 �
���

�������� ���� �� ������ : ���

�
 ����
�� �
�
���� ����� ��� � + �­  ��� ������ ����� ���� ����  ����� ���� � �
� ���  	 
 �

 � + �­  , �
­  
 ����
�� 
������ ���� ����� ��
���� ������� �� ������ ����� ���� ����  ����� ���� � �
� ���  	��

���� �� ������ ���� �� ����� ������� � ­�� ������� ������ :��� ��

��¡�� ¢�£ × ������ ��¡� ¥�
��� ��
��� ¦������ §������ − �­
������ ��¡� ��©ª� §������

 + ������ ��¡� ���ª� ���� =  ­ � ������  	 
 �

 � � ���ª� ¦�����  	��

��¡�� ¢�£ × ���ª� ¦����� ��¡� ¥�
��� ��
��� ¦������ §������ − ��
���ª� ¦����� ��¡� ��©ª� §������   + ���ª� ¦����� ��¡� ���ª� ���� =   

 ¬ � ���ª� ¦�����  	���

��¡�� ¢�£ × ���ª� ¦����� ��¡� ¥�
��� ��
��� ¦������ §������ − �¬�
���ª� ¦����� ��¡� ��©ª� §������  + ���ª� ¦����� ��¡� ���ª� ���� =   

  �®�¯
�� ������ ����� ��
�� �° �� ���° ±���
 ���� ��
��� ¦������ §������ ���
���� ��¡�� �� ������ ���
  �®�¯
�� ���ª� ¦����� ����� ��
�� �° �� ���° ±���
 ���� ��
��� ¦������ §������ ���
���� ��¡�� �� ���ª� ¦����� ���
  �®�¯
�� ���ª� ¦����� ����� ��
�� �° �� ���° ±���
 ���� ��
��� ¦������ §������ ���
���� ��¡�� �� ���ª� ¦����� ���
   �������� ���²�� ³��
�� �
����  �§
����� ´����µ�� ��
����� ¶�·��� ³��
�� �
��� �¸
��� ��
��� ¹��º��� ���� 

� ��
���� �������� �������
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  ��������� �� � ������ �
��� 
	���� �� ����	��

  ������� 
	�� ��� �� ����� �������� ���� ��  ���� ­�����

  ������� 
	�� ��  ��� ����� �������� ���� ��  ���� ­�����

   �
	� 
	����� 
��� �������  ���� ­������  ���� ­����� �
	� ������ �� ����� ���� �� ��������� �� ������� 
� 	���� 
	����� ������ 
	���� �	������ ��� ­��� ������� ��� ������

  ��������� 
����	�� 
����� ������ ��� �����
�¡��� ������� ¢�� �£� ����¤�� ����	�� < ������ < ����	�� ��� ��¥ −  
�¡§�� ������� ¢�� �£� ����¤�� ����	�� > ������ > ����	�� ��� ��¥ −  

������� �§�� ¨� ����¤�� ����	�� = ������ = ����	�� ��� ��¥ −  

  ��������� ª«�� ������ 
	���� − �������� ��  	���� 
	���� = ��	��

  � ���� ­����� −  ���� ­�����
¬  = ������� ��	�� ®��

  

�   
¬¯ ° − �°±��� = 

�   

��� = 

 = �������

  

�   
¬¯ ° − �°±��� = 

�   

��� = 

 = �����	�� ²��¤���

  , ´ µ + ° , µ − ° · ,´ ¬ + ° , ¬ − ° · , ´  + ° ,  − ° · :
������ ����¹�� �� º�»�� �� 
����¼��� º������ 
��������� ���� �����	�� ²��¤��� =  ,�������� ���� ����¤�� ����	�� = ° ½�»

  �° − ° = ����¤�� ����	�� − 
	����
�����	�� ²��¤���  = 
�����	�� 
	����
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?�������� ���� ���� ,����
��� �
	� ������ ������ ���� ��� ?�
�� �� ���
  ��­ �� ��� �� :������� � 
�   �
 �� �
���� �������� ����� ���� ������
�� ��� ����	 ��� �
�� ����� � �� ��� ���
� ������ ��� ���  ���� :�
���  �

¡����
��� ¢£� �� ¤��� ���� ��������� ������
�� ��� ¥�� ­��� �
�� �� ������¦ ����
�� � §�¨�  �© ¡ª����«��
¡¬����� �� ¤��� ������	� ������ ��¨� ��®���  ��¯�°� ,±���� ­��² ,³���	 ,��°�  ,´�  ,����  µ���� :�­�����  ¶

:���°��� ·�	 ��¸��  ¹
¡º�» ���  �� �
�¼ ¬����� ���� �� ¤��� ������	� ������ ��¨� ��®���  ��¯�°� ����  �  

  ?����  ���½  ���  ·�¨
��  ·���	�  ���  ,� ¾�¿����  �¯�°�  ���   ¬�
�  �®  ,����  ��  ��¯�°���  ¬�©�  ���  ³  
?����	 ���½ ��� ·�¨
�� ·���	� � �

¡������  ��  À���� Á
��� 
�� �® ,º����	 ,����¼ ����� � ��� ,�¯�°� Á
�� ¡� §
��² ��¯�°��� Â���  Ã²  
¡���� ���½ ��� ·�¨
�� ·���	�� , ������ ��½ �
�

Ä»  À�� ���¯   
¡������
�� ��½ �  ���Å� ������� 
��   

¡������  ��  �¸  ���°Æ��� �¯ ����� ¢£� À��� ¡ Ã²   ���Å�� 
��  �  
¡À�®

�� �����	�� Ç����
� È¿��� À�É�� §«�
² � ���  Ã�  

¡���
��� ������� ³���� À�É�� � §����� �© :�������  Ä
 Ê��
¨�� �� ¤��� ���� ������
�� ����� �¯����� ¢£�� ±����� ­��² ��� �� ³���
�� ��� ª��� ������ ����  

¡��������

�
	��� Ë���
��������� ��������� 
��� �
�   �−ÄÀ�

�� ��� ���Í�  �−Ä·���	«�  ¶−Ä
�¿����� ���°�� À� 
��� º −�−Ä¼·����� Î�Ï  º −�−Ä¼������ Ê�É�� ��¿������ ���Ð��� º −¶−Ä¼


��� ����Ñ� �
���� º³ −�−Ä¼À�

�� ��� ���Í� º³ −�−Ä¼Ò�
	Ñ� �«���	� À���� º³ −¶−Ä¼
�
��� ³��É  ºÃ² −�−Ä¼��������� Ò�
	Ñ� ºÃ² −¶−Ä¼

�������� º� −�−Ä¼Ò

�� ���  º� −¶−Ä¼
�������� ºÃ� −�−Ä¼�������� ��®

�� ºÃ� −¶−Ä¼
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 ������ ��� �������� ������� ���
 �
����� 
	�
�� ����� − �����
 �� ����  �­ ��� 
������� 
��������
 ���� ��� ���� ���� ������ ��� �����
�����	 ������ ����� ��� ������ ����
 :
������ 
������ ����� �� ������ �¡�¢�
 �
��� 
��� �� £��� 
�¤¥ 
��¦� §¨�
 ��© ª��« ����«� �­ � ¬���� �����

��ª����
 ®�� ��« ���� ��¨ ,������ °�¢	 ±�²
�© ³ ®���� 
�¤¥ ����«� §´� µ¶��­
 � ¬��¢� � ¬®�² ®���� ��« ·���  ̈��
�� ��  ̈���
 ��¸��� �¢¹ �­ ��´� �§� ������ �­
 �¦��� ,³ ®���� 
�¤¥ ���­ ®�² §�

��� = �§ »��� ,�
 §����� ������� ��¢���� ��© ±��¼��

� ��¢¦�� ®��²��
 ��	���� ±�²  ������� ��½��� �¾���«
������� ���� �� ·�� ��­ »�����

���­���­ ±�  ̈¿��
  ����� ��¢­ �� �­��½�	�� 
����¢��  ����� ÀÁ½­ µ	
 Â����
  �»�������� °�®�¢���� �Ã ��ÁÁ½­� ������� °�­ ���� »���Ä Â����
  �°������ Å�� °« �� ���� Æ�Ä Â­�½�	�

  �»�������� °�®�¢���� ���� ��¢­ ���½�	�� °���­ °«
  ���¦	�� Ç��­ ���½�	�
  ������� ��� 
��¶� ���½�	�
  �
�������� 
����� ·�È�� 
�������� 
������ É���
   ª��«��� µ����� ª����� 
�������� ª��«��� ª��«�� �����«� ����� 

�
�������

 Ç��­ − »�������  −°�®�¢���  − ®���� ���È­ − �	�	�� ���� ��¢­ − µ������
 ����«� − ª���� − 
����� ·�È� − 
�������� 
������ − ������ ��� 
��¶� − ��¦	��

�
������� ª��«�� − ª���� µ��­ − 
�������� ª��«�� − ª����
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	 �� ��� ������ ������� ����� �� ����� �����

?����­�
 ��� ����� ��� ���� ���
 �������
 ����

?����­�
 �� ��� ������
 ����� ��  �

?�����
 ����
 	����
 ���� ������ ����� ��� ,� ������ ����­�
 �����
 
��  �
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 	����
 ���� ������ ����� ��� ,�������� � ,� ������
 ����
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 	����
 ���� ������ ����� ���  ­
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Counting by Using lists  ������� ���� �� ����  � −�−��
���	���
 �� ����
 ���¡��
 �¢� �£��
 ��
��� ��� �� ¤��
 �� �£��
 ��� ��� ���
 ���� ¥���¦
 §��

 �¨�¡� �� 	�©��
 ��� �� ª�«� ���� ��� ��� ���� ���� ¥���¦
 §��
�����
� ¬
��
� ��«�
 ������ ���
 ���¢�� ®���¡� 
��

��¯��� ��°�
 ª±�� �� �� ²��� ®��� ��� ���
 ����«��
 ����� ³��� �� ���
 �°�¡� §�� ��� �� ����

 
 ������ ����� ������� ��	���� �	��� ����� ����� ���� ����	�� ���� ���� ������� ����� ����� 
��� � ��������

������	�� ������ 
�¡� ¢������� �����	�� £�� ��¤�¥���
?����¡� §¨¥�� £�� ���	�� ����� �©	� ������ ����� �©�

:
���
������� �	��¤ ��«�

������	�� ¬ ���� �	�� ,
�¡� 
���
� ���� ,��¤�¥��� ¬ ���� ���� ,����� ¯���� ���� :¢�°�
:������ ±������ ²�³� ����
´��

:��� �	� �	����� ���� ,�	�� − ���� − ���� − ����
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���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����

���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����

���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����

���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����
���� − ���� − ���� − ����

�����
� �
	�� ��� ������ ������ ������ ��� ­ �� = � × � ����   `

?����� ������  ���� ������ ���� �� ,���� � � �� �� �� ����  ���  ���� �� � �� ��
� ��������  �
������ ���� �� ���� ����

Fundamental Counting Principle  ���� ¡���
� ��¢���  ��−�−£�
 ������� ������� ������ ����
� �
��	 �� ����� ������� ������ ����
� �
��	 � ���� �������� ����� � ��� ��� ����� ����

�������� ������� ������  ���� �­��	�
?����� ��� ������ ������� �
����� ��� ��

�­��	 �� = � × � × � :������� �
����� ���
�

���
  :������� ����
�� ������ ���� ������ ������ ���
���� �
����� �� �����

  ��� ������� ��� �����
  �� , … , �� , �� , �� :����� �¡ �
��	 ��� �����
  �� × ��� × �� × �� × �� �� ������� ¢���£ �
��	 ���
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 ,�����
 ���
	 �� �� ������� ���
���� ,�����
 ���
	 �� �� ����� ���
��� ��
�� ��� ,������
 ���

   ��­ ����­ ��
��

� � × ��� × �� × �� :�� ������� ��� ��
�� ���
	 ��­ ��� ,�����
 ���
	  � ��   �
���� ���
��� ��� �����

 
 �
 ��������� ��� ����� ����� ������� ��
� �
 �
�� ������ �
 ���� �������� ¡
��� ¡��� �� ¢������� ¢����

�{£ ,¤ ,¥ ,¦ ,� ,�} �­������
?¢������� ¢���� �
 ¨� ��  ����� �� ��
��� �
 ¨� ��
�� ���� © ��� ª��� �«����� ¢������� ¢���� ��­ �¬

:®���
:���� ���
	

:®��
��� ��­ �����
�
��� ������ :����� ���
���  

���¯� ��� ������ :������� ���
���  
 ¢�
°��� ��� ������ :������� ���
���  

�± = ����� ���
��� ���
	 ��­
£ = ������� ���
��� ���
	 ��­
¤ = ������� ���
��� ���
	 ��­

���
	 ±¥³ = ¤ × £ × �± :���
´�� ��­
:����µ ���
	

¢�
°��� ��� ������ ���
	 ��­ ���¯� ��� ������ ���
	 ��­ �
��� ������ ���
	 ��­
¤ £ �±

¤ × £ × �± = ���
´�� ��­
���
	 ±¥³ =  

 �µ¶µ ����� ������� ��
� �
 �
�� ������ �
 ���� ¢������ ���¬ �·� ¢������� ¢���� ��­ �¬ ¸�¹ º����� ��  �
�{£ ,¤ ,¥ ,¦ ,� ,�} �­������ �
 �������� ���  ����
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:��� ��� �� �� {� ,� ,� ,�} ��
����
 	���� �� ��
��� ����� ����� �� ���� ��  �� ­
���
 �
���
 ��� ��

��
	����� ��� 
��  �
��
	����� ���� �� 
��  �

 ��
	����� ���� ��� ����
 ��� ­�� 
��  ��
:���


�
	����� ��� 
��  �
� = ����
 ��� �����
 ��
	� ���  `  
� = �
	¡��
 ��� �����
 ��
	� ���  
� = ��¢��
 ��� �����
 ��
	� ���  
� = £
��
 ��� �����
 ��
	� ���  

��� = � × � × � × � = �
���
 ���  
�
	����� ���� �� 
��  �

� = ����
 ��� �����
 ��
	� ���  `  
¥ = �
	¡��
 ��� �����
 ��
	� ���  
� = ��¢��
 ��� �����
 ��
	� ���  
¦ = £
��
 ��� �����
 ��
	� ���  

�� = ¦ × � × ¥ × � = �
���
 ���  
� = ¦ × � × ¥ × ¦ = �
���
 ��� `  ��
	� ¥ §¨©�  `  � ����
 ���  ��

:��� ��� �� �� {ª ,� ,¥ ,¦} ��
����
 	���� �� ��
��� ����� �«¬« �� ���� ��  �� ­
���
 �
���
 ��� ��  ¥
��
	����� ��� 
��  �  

��
	����� ���� �� 
��  �  
��
	����� ����® ¯�	� ����
 ­�� 
��  ��  
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Factoriel of a Number  ����� �����  ���−�−��
�� ���� ����� ��� ���� �
 ��
�	� ���� ��� ����� ��
� ������� ���� � ��­ ���� ����� ����� � ���� ��


:����� ����� �	�
�������� ������ � ,������� ������ � ,��­���� ������ � ,����� ������ ����� �

�� = � × � × � × � = ����� ����� �	�   
!� ¤����� ¥��¦ ¤���� � ����� � × � × � × � ����� §¨�­ ��©�

����� ª�«� �	� � ¬�� � × � × � × 


 × �� − 	� × �� − 	� × �� − 	� × 	 = !	 ,� ������
� = !�  

!�� − 	� × 	 = !	 :�� ®�¯

:����� ����� � ������ � ­�
!��

!� !�� ��  !��!�  �  !� �
:����

��� = � × � × � × � × � = !�  �

� × � × � × 


 × � × � × � × �� × �� × ��
� × � × � × … × � × � × �

*

*

 = !��!�  �

� ��� = �� × �� × �� =   
:������

 ������  ����  �������
 ���� ��� �� ������� ����
 ���� 	��� ��� ������ ������
 	�  �����  �����−�����
 ¡�¢ � ���£� 	�¤� ��� �����

: ��¥�� ,�� §�­
� ��� ��� = !��

 

*

*

� × � × � × … × �� × �� × �� × �� × �� × ��
� × � × � × � × � × � × � × … × �� × ��  = !��

!� !��  ��

� ��� = 
���

�

�� × �� × �� × ��
� × � × � × �  =  

:����� ����� � ������ � ­�  �
!��
!� !� ��  !��!�  �  !� �  
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Permutations  �������� ��−�−��
 ���� �� ����� �� � �
��
�	 ���� ��� ���� �� ����� �
�����	 ���  	 �­����� � ���� ������	 ��� ,��� ,��� �������	 ��

:���� � ������ ��
� ������	 	�� ��� ��� � �
��
�	
  ����� ����� ��� ������	 ��� �� ������	
  �!� �� �����	 �� � ��¡��� ¡��

 

��
� ��	��� ������� ����
� ������ ������� � ����� ���� � ­� �� �
� ��	� ���� ������ ���� 
������ �� ��� ���

?������ ����� ������ �­�� ����� �­�
:����


���� ���� ������ ��
��� ����� ��� ������ ���� ������ ��
��� ����� �¡� ������ ������ ��
��� ����� �� �¢ �
 : £ ������ ����� ������ ��� �­�� ���� ��
����� ¤������ ���  


����� ¥ �¦� = �� × �¡ × ��

?©� ª«¬ ��
® ¯�°� ±����«�� ��	� ­� �­�� ���� ��
��� ¯�°� ² �� �� ­��� ³��
­�� ��� ��  �

�  ≤ � ¢�� ,�����	 �� � ��  �� �
�����	� �����	 ��  ����� £	­ �¤	��� ,��� �����	 ,¥��� �¦ �§��
Permutation Formula  �������� � ��´

:�� ��� �� ��  ���� �­���� �¨�����	 ������	 �� � ��¡��� ¡��
� ≥  , +   � ,  ¢�� �� +  − �� × … × �� − �� × �� − �� × � = ��

� = ®�� ¯ °��� ® =  �����
:µ°�

�� +  − �� × … × �� − �� × �� − �� × � = ��  
� × � × � × … × �  − ��
� × � × � × … × �  − ��  × �� +  − �� × … × �� − �� × �� − �� × � =  

!�
!�  − �� =  

+   � ,  ,  � ≥  :  !�
!�  − �� = �

�  �������� � ��´
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:����� ����� � ������ ��
 ��� �� 
�	� ����

���

���  ��  ��� + ���    ��� �
:����

!�
!� = !�

!�� − �� = ��
�  �

� × � × � × � × � × � × � × �
� × � × � × � × �

� � � ��
� � � � �  =   

� × � × � =   
��� =  

!�
!� + !�!� = !�

!�� − ��  + 
!�

!�� − ��  = ��
� + ���   

�
�!� × � × � × � × � × �
!�  + !� × � × � × �

!�
�

�  =    
� ��� + ��� =   

� ��� =   

!�
!�  = 

!�
!�
!�
!�

 = 
!�

!�� − ��
!�

!�� − ��
 = ���

���  ��

�!� × �
!��  =   

� =   

:����� ����� � ������ ��
 ��� �� 
�	� ����  �
����

���  ��  ��� + ���    ��� �  
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�������� ����� �������� ���
� � 
���	� �
���� ��
� ,�������� ����� ��� ��
��� ���� � ���
 ?��
 ���� ���
��� ��� �� ������ ���
��� 
���	� ���� ����� ���

:����
����
� �� �� ����	���� ���
� � �� ������ �������� ��
 ����� ������� �� �������

!��
!�  = !��

!¢� − ��¤ = ��
��

¥ × § × ¨ × �© × �� =  
�� ªª© =  

?«����� ¬
�� �®¯�°� ��� ��
����� ��
 �� ,¢¥¤ ��¯��� ��  ¥

Combinations  ±�������  ¢²³−�−�¤
´����� ��¯�

:��� ����� �� ����� ���
�� ��� �� ��
	�� ������ ����
	� �����	� ���� ����
�������
	� ��
�  ­ ������	 {���� , �� ,�
�� ,�
��}

: � ���

	� ����
�	� ��
; ����� , �
��� ; � �� , �
��� ; ��
�� , �
���
; ����� , �
��� ; � �� , �
��� ; ��
�� , �
���

; ����� ,  ��� ; ��
�� ,  ��� ; ��
�� ,  ���
�� �� , ����� ; ��
�� , ����� ; ��
�� , �����

 �� ����� � �
��� �
�� ������ ��­ ������� 
���
� �µ� ��� ������ ��� �� ��
	�� �� ������ ���� ���
	� �� �
��
 ���� ,�
�� ��  �� , �
�� �� �
�� ,�
��  � ���

	� ��������� ���� �	��	� ���  ­  	��	��� ��
��� �
�� ������

����� , �� �� ���� , �
�� ��  �� , �
�� ��
������� �
�� ��������� ��� �� ������ ���

 ���� � �� �� ���� ���
�� �� �������� ��
�  �	�� ,���� � �� �¡�� �� �� ���
	� ��¢£�	� ����
�
	� ����¤ ���� �����
� ¶� , �   £��	�� ¥	 £���� ±������� ¦��� ���­ ¦����	� �� �§�	� ¨���
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Combination Formula  �������� �����
:��� ,  ≤ � ��� ��
��� ��
�
	 �����  ,� ��� ���

:�� ���� ����� �� �	�� �� �� � ��­ �� ��������� �	�� �� ��  �� ���� �� �� ������ �������� ���
��

!  = ��

!�
!  !�  − �� = �

�

:������
  � = ��� � ���� � =  �����
  � = ���

  � = ���

   −��� = ��

 
����� ���� ������ ���� ������	 � ������ ��������� �¡�¡ �������	 ¢ �¡���� ���� �����
� £��� ��

?¥�¦�� ������§�� ������ ���¡ ����� �¨¡�© ª�­
:�
��

�ª�� ��« ¬�®����� ������	 ¢ ��­ �� ������	 � ������ ¯��°���
��¢ = �±�¦�� ������§�� �����² ������� �³��°�� ���

 ��
¢

!�  =  
´ × ¶ × ¢
· × ¸ × � =  

¹´ =  
������� �¨¡�© ¹´ º­ ¥�¦�� ������§�� ������ ���¡

����� ���� ������ ���� ������	 » ������ ¯��°���� �����	 ·¸ £��¼ ����
� ��  ¢
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����� ���� �� �� ��� �� � ­ � ������ ������ ¦
�
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¢� ,��²��­ ®¬ ��� ������ ���� 
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 = �¦§ + ©

?�¦§ + © ¬®�¯� ���� ¤®��� �� °�® � ������ ����	� ����
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������� �
�� � ���� ­� ��� + � ����� ���� , ��� ������ «�  �
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�

������ 	�� ¤�¨¬�
,� ¯��� °��± ��� ²³

���´� + � − �� � − �´� + ��� + �� �−� �´� + �� − �
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Properties of the Binomial Theorem  ������ 	�� ¤�¨¬� µ��¶
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�	��� ��� ���¡ �� 
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���� �� ¨­���
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���­�� ��� ����� 	���� ����� :� ����� �

Precising Probabilities of Events  ������ �©����� ����� ��−�−«�
 ���� ­� ����� ����� ������ ������ ��	 ��� ����� �� ����
�� ��
	 ����� ��� ���� 	� ,��� �� ­ ������� ��� � �� ���� �� �	

�����
�� ��
	 ����� ��� ��� ����� ����� ��� ���� ���� �� �� ���� �
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Probability of an Event  ����� ���� ������
 ���� ������ ���
 ,��
	� ������ ��
 ��� ������� ������� ������ ���� �� � ­���� � ����� ���
 �
 � ����  ��� ���

:��  �����
 � ��
���� = 

� � ���� ����� ���
��� ������ ���
 ����� ��� = � ��

�� ����� ����� ��� :���� ,  ����� ����� ��� :� ��
 ����� ���� � ������ �
 �� �
	
 ���� �� � ����� �� ��� �� ������� ��� ��� ,�� ��� ­��� �� � ��� ������ �� ��� �
 ���

��� ��� ­���

Properties of the Probability of an Event  �� ���� ������� ����
:��
 ���� �� � ­���� � ���� ���
 �
 ���  ����

�� ≥ � �� ≥ �  �
�¡���
��� ������  ¢�
£� � = � �� ��
 ,{  } =  ��� ���  ¤
���¥��� ������ � ¢�
£� � = � �� ��
 ,� =  ��� ���  ¦

 
��§����� ¢�� ����¨� ­��©��� ��� ª����� «¬�� ®¯° ����±�
£ ���� ¡²��� �¨�§� ³���´ ������ ���©£

® �©����  �©����
�µ �¶ ��§����� �¨
����
· ¶ ¡�¸� ¹�
¦ º »�� ¡²� ¼���§

 ���� ª����� «¬�� ��©�½ ®¯° ��� �� �¾������ ¿��° �����
 ��§����� �¨
���� ��¨²�
£ �£À�� �� ¿��Á�� �À� ���£ �´ ������ ��

?�§����� ¢�� ����¨�
:¡���

�Ã�§����� ¢�� ��§����� �¨
����� ������Ä :  ����� �´ Å�	��
¦� = �µ + �¶ : � � ����� ����� ���

 :��� ������ ���
 ����� ���
µ¤ = �¦ + · + �µ� + �º + ¶ + �¶� = ����  

 ¦�µ¤  = � � ���� ����� ���
��� ������ ���
 ����� ���  = � ��   a

?¡�¸� ¹� �§���¨� ��©�À£ �£À�� �� ¿��Á�� �À� ���£ �´ ������ �� ,�¦� ��Ç��� �
  ¦
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?{� ,� ,� ,� ,� ,� ,�} �������� �
��� 
	 �����	 ����� � 
	 � ���	 ������ � ­��� ��� ������ ������ �	

:����
�"{� ,� ,� ,� ,� ,� ,�} �������� �
��� 
	 �����	 ����� � 
	 � ���	 ­��� ��� ������" :  ����� 
���

��� = � × � × � × � = � �� ����� �� ������� ���
�� ��� = � × � × � × � × � = ���� ������ ���� �� ������� ���
���

�� ���  = � ��
 ����   = � � ����� �� ������� ���

��� ������ ���� �� ������� ���  = � ��
���

�� ��� = � ��

?�����	 ����� � 
	 ���	 ������ � ­��� ��� ������ ������ �	 ��� ������ ��  �

Mutually Exclusive Events  ��������� ����¡�  �¢£−�−��
 �������� ������ �� ��
���� ������ 
	 ���� ����� ������ ����� ����	 ���� �� , ��� ���­�� ���� �� ������ ���� �����

�

¥

 ¥ ,  
������	 
�¦��� 
§ ��¨
 �� ©ª�« ������ ���� 
	

  ��	����� ����� �� � ���� �� ���
�� ����� �������� ����­�� ������  :������ ���� ��� ¡�¢��� ��

������ ������ �� � ��­�� £��¤� ¥  
��������� ��  ��� ��­�� £��¤� 
�  

{�� ,¦� ,�� ,§� ,�§ ,�� ,�¦ ,��} = 
{�© ,�� ,�� ,�� ,�¦ ,�� ,�§ ,�� ,�� ,�� ,�� ,��} = ¥
{�© ,©� ,�� ,�� ,�¦ ,¦� ,�§ ,§� ,�� ,�� ,�� ,��} = 
�

�
� ,  ��ª�«�� ��	 ������ ����� ���� �  �� ¬�®� ¯°± ���
ϕ = 
�     

��������	 ��¦�� 
� ,  ��ª�«�� ����
{�¦ ,��} = ¥  

ϕ ≠ ¥     
��������� ��² ��ª�� ¥ ,  ����
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Addition Rule for Mutually Exclusive Events  ��������� ������ ������ ����

  ��  
	 − ��
 	 + � 
	 = ��  
	 :��� ������ ���� �� ����� � ,  ��� � ­
  ���� ������ � = ��  
	 ��� ��
 	 + � 
	 = ��  
	 : ���� ,�������� ����� � ,  ��� � ­

 
?� �� ���� � ���� �� � �� ���� � ���� ��� ����� �� 	����� �� ��� ����� ��¡ � ���� �¢�£�¤¥� ��� �����

:¦���
�§� �� ���� �����¨ :©ª ����� �� «��¬

{� ,® ,¯} = ©ª
§� �� ���� �����¨ :° ����� �� «��¬

{± ,² ,�} = °
��°  ©ª
	 ��³´­ �¤µ¶���

ϕ = {± ,² ,�}  {� ,® ,¯} = °  ©ª  
�������� ����� ° , ©ª  

�·� = �²� = �²� + �²� = �°
	 + �©ª
	 = �°  ©ª
	  

?§������ ¸�¹���� �� �� ± �� ���� ��� ºµ� 	¤����¨ ����� 	����� �� ,��¬ �³� ��¹�­ �¡�³� ��  »

Complement of an Event  ����� ¼���  ��−�−»

 ����� �� � ���� �� ��
  ��
�� �� 	������� ���� ������ ���� ����� �
 � ��­� �� ,  ������ �� �����  ����� ¼���

��������
ϕ =   � � =    ��� , ����
 ������ ���� � ��� �����  ,  ���

� = ���� = �   �� ���
½

 ���� ¦¾�� ������ ������ �¿ ¦�À
�ÁÂ�¬ ������

 �������  ,  ����
��
:���� , ������ �����  ,  

� = � �� + � �� = �   ��
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The Complement Rule  ������ ����� �����
:��  ���� 
�� ������� ,� 	���  ���� ���

� �� − � = � ��

:���� ­ ������
  ����� ������ �����

�  ������ ���� ��� 

 ��� ����  �� �� ���� ��� ­����  ����� ��� ��� ,����� ��� ��� ��­ ����� ��
:��  �� ����

� �� �
� �� �

:¡���
{¢ ,� ,£ ,¤ ,¥ ,�} = ¦

{¢ ,�} = 
¥
¢ = � ��

�¦�� = � �� �
�
¤ =   

�
¤ − � = � �� − � = � �� �

¥
¤ =   

���§��¨� � ��� ©�� ��ª��� ������ ���� ��������� ����� ����� ��� ��� «�¬�� ����� ��  ¢

Independent Events  �®¬����� �������  �¯�−¤−��
����� ���� ��� ��
�� 
	 �� ��� �����	 ���� ��� ��� ���� ­� ��
���� ����



��

������� �����
 ,������  ������  �����  
�����  
	����  �������  ���  ������  � �
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������  ������� ���� 
��� ���� ��� ������ ���� 
��� � �� ����� �
��� 
��� ������ 
	����
����� �
� ­���� 
������ ����  �

 ���� �� �����  ����� ��� �� �
� �� � �  � ¡��� ­��� ¢ ����� ,�� �
� �� � �  � ¡��� 
������ ¢ ���� :�������  
�
��� ¤���� ���� ��� 
��� � ������

���
¥� ¦�
� §� ��
�� ¦�
� ¨ ©��ª�� ©�� ��
¥� ¦�
� �� ��
�� ¦�
� � «��� ¬�®�� ©� :����� �����  �
������  ����� ��� ��©��ª�� ¬�®�� �  ��
¥� �
� ����� �«��� ¬�®�� �  ��
¥� �
� ���� :�������  

Rule of Independant Two Events  ������
� ��
	�� �
���
:�� � ��� ���
�
� ���� ����	�  ­� ,������� ���
	 � ,   �� ���

����� ���
�� ,���� • � �� = ��  ��

Probability of Union for Two Independant Events   ������� ���
	 ����� ����	�
:������� ¯�°��� ����� ���±� «����� ����²

³´  µ« − ³´µ« + ³ µ« = ³´  µ«
:������� ¹�� º�»± ������  ����� ���� ©��

���� • � �� − ���� + � �� = ��  ��
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 ����� ������� ¡���

�
� ¢���� £
�
� ���� ¡�¤�  � ����	�� , �¥ ¢���� £
�
� ������� ¡�¤�  � ����	�

�£
�
� ¦�� � ���� ���§� ¨� ¦��
 :����	� ��

?£
�
� ����� ������� �� ¨� ¡�¤�  � �
?£
�
� ����� �
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����� ����  ­� ����� �� �� ��� ������ ���� 	� 	����� � ,�� 	������
���  ��� 
���� �� ����� ����� ������� �� �� ����  �

	����� 	���� � , ��   a  
���� • ����� = ��  ����   `  

�
� × �¡ =  

�
�¡ =  

�� ,�� ��­������ ������� ¢���� �� ������ £��¤¥
 
���� ¦
��  ���� − ���� + ����� = ��  ����   `  

�
�¡ − �� + �¡ =  

� − ¡ + ©
�¡  =  
�
¡ = ª�¡ =  

?����� £��¤¥ ��� ������ �� ,�¬� ��®� ¯°  ¬
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�� ��
	�� �� �
	 �� ������ ���� ����� ��� �� ���� �� � �� ������ ��
	� ­ ���� ���
?���� ������ �� � ��� ���
�� ���� �� ������ ��  �

?���
�� ������ �� �
	 �� ���� � �� ������ ��  �
:����

� ��� �� ���� ������ �
	 ��� ����
������ �����
�� �� ������ ������ � �
	 ���   

­� = � × � × � = � ���� £�¤� �� ¥¦�� �� ���   
����
�� ������� �� ���� �� �� � ��� ���§ � �� ���
�� ����  �

¨× ¨ × � = ©�ª�� �� ¥¦�� �� ���    
� =  

¨
«� = �

¨«� = ¬���� ������ �� � ��� ���
�� �§ �®�  
�¯���
�� ������ �� �
	 �� ���� � ��° :  ©�ª��  �

��² � � ����� ���
� ����� ³ �
	 ���  
­³ = ³ × ³ × ³ = ©�ª�� �� ¥¦�� �� ���  

­� = � ���� £�¤� �� ¥¦�� �� ���    
´³
¨«� = ­³­� = ¬ ®�    

������ ����� ��
�
�����
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  ������ ����� ���� �
�� 
��	� �
� 
� ����
   ,������ ����� ��  � �­����� �������� ,������ ����� ��  � ����� ������� ����� ,�
����� ����� � ��� �­��� �����  

�� × … × �� × �� :�� �­��
�� ��� ����� ����� ��� ��� ,������ ����� ��  � � ��­��� ������� ��� �����
  � ���� ¡­¢£ ��� 
�� � × � × ¤ × … × ¥� − �§ × ¥� − �§ × � = !� :��
�� ª��«�
  +   � ,  ,  � ≥  :  !�

!¥  − �§ = ®� :
������� �����
  !�

!¥  − �§ !  = ¯� :�­������ �����
   − �¯� = ¯� ,� = �¯� ,� = �¯� ,� = °¯� �­������ ±���
   ®��²�� ³���

�
��

���
�¤¤�

�´µ´�
�¶�°�°¶�  

� ·��	� ³����� �­�¸���� ¹���¢��  
�º��� � »���� �­
����� ����
�� ¼��½� ·��	� ¾£ ¿� ��� 
À  

   � ³­� ,�ª �¯� + � − �ª �  � − �¯� + … + �ª � − �  �¯� + ª� − �  �¯� + �  °¯� = �¥ª + § :���¢�� ¹�Á ���Â�  
����� ¡­¢£ ���

  �� Ã�� � + � ��«�� �¥ª + § Ä����
  ª ×  − �  × ¯� �� � +  º�­��� ·��� �¢��
  ��� ���½�� �ÅÆ��� ������ Ç���È�� 
À ����½� �� �� ���½�� �È­
�� ��«�
  �º���	� ��� �È­
�� ��«� �� �­�É� ����½� �� Ê�¢��
  � ¥ §�

¥Ë§�  = Ê�¢�� ¿� Ç���È�� ���
�È­
�� ��«� ¿� Ç���È�� ���  = ¥Ê�¢��§® :Ê�¢�� ®�����

  � ≥ ¥ §® ≥ °
  �
­¢�	��� Ê�¢���  ��	��   ° = ¥ §® ��� { } =  ��À �Á�
  ��ÀÌ��� Ê�¢��� Ë ��	��   � = ¥ §® ��� Ë =  ��À �Á�
  �¥ª§® + ¥ §® = ¥ª  §® ��� ,�­­��È�� �­Æ�� ª ,  ��À �Á�
  � = ¥ §® + ¥ §® :������ Ê�¢��
  �¥ª§® × ¥ §® − ¥ª§® + ¥ §® = ¥ª  §® ,¥ª§® × ¥ §® = ¥ª  §® ��� ,�­���	� �­Æ�� ª ,  ��À �Á�






