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����� ��������� ������ − ��� :���� ������

� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� �������������������������������������������������������������������������������������� ������ ������
�� �����������������������������������������������������������������������������������������  �������� ������

������� ���� ���� :������� ������
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ���������������������������������������������������������������������������������� ������� ������ ������
�� �����������������������������������������������������������������������������������������  �������� ������

����� − ��� :������� ������
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ����������������������������������������������������������������������������������������� ������ ������
�� �����������������������������������������������������������������������������������������  �������� ������



������� ������ : ������� ������
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
�� ��������������������������������������������������������������������������������� ������� ������ ������

��� �����������������������������������������������������������������������������������������  �������� ������

����������� ��������� :������������
��� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��� ������������������������������������������������������������������������������������������ �−�  �� �� ����
��� ������������������������������������������������������������������������������� ������� ������ ������
��� �����������������������������������������������������������������������������������������  �������� ������
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    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
�−�

������� ������ ���� ����
Real Numbers System Properties

 ������ �����  �������
����� �� ��� ���� ��� ���� ��� ������� ������ �� �� ���

  ���F−  �    π  �    �  �
������ �� �� ����� �� ���� ���� ������ ��� = �� > �� < ���� ��� ������

���  ��� �  ��F  ���� �  π  ���� �
�����        ,       ���� ������� �� ����� ����� ����   �

 
: �������� ���� �������� �� �� ��� �� ���  �

  ����� �� ����� ��� �  � � �
 ������ �� ���� ����� ��� �  ���

�� �� ����� �− ����� �� �� ��� ����� ��� �  ����
 ��− �� ���� �� � �� ��� ����� ��� �  ���

 �� �� ���� �� � ����� �� �� ��� ����� ��� �  ����
������� ����� �� ���� ������ ������� ���� :����� ����  �

�− �− �− � � � �  ���  �− �− �− � � � �  � � �  
     

������� �� � �������� ������ ���
  � ^ π +  ^ π = �� + � π ��

  �� ^ ��F� � = � ^ ���F�� ��
  �F − = � + �F − ��

  �� − �� = �� − ��� ��
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� ��� ?�− ������� ��− ��� ���� ����� ����� ���� ���� �� :� ������ ��
 

  :�� �� �� ������� ������� ��� � ����� ������� �� � ,� ����� ������� �� � ��� ��� ��
����� ��� �� � ^ � ���  ����� ��� �� � + � � � �  

��� ����� ������� �� �� �� + �� � � �  ��� ����� ������� �� �� �� + �� ����  
:����� ����� ���� ��

�������������� ��� ����� ��������� �������
� �� ���� � �� � � � � �

� ����� ��  �� ���� ��  �� � � � � �

 �� − < ��− �− �− �− �− �

 ��− � �

���������� ������ ������� ,�������� ��� ,����� ��� ,����� ��� :���� �� �� �� � ��
�− �− � � ��  �� �� ����� �− �� ��� ����� ��� �   � � �

� � �� ���  ��� ≥ � � � < �   ���
� � � �� � � �� ���� ���� �����  ���  �   ����

��− �− �− �− � �� �� ≥ �� ��− ≤ �   � � �
 ��������� ��� �������� ��� , � �� ����� ��� ���� ����� ��� �� :������ �� �� �� *

  
:�� �� ���� ������� ����� ����� � ����� ����� ����� ���� ����� ��� ���� ��

��−�− ��− � � �� � �
  �� ,�� ∪ �� ,�− �  ∈ � � � �

��− � � � �� � �
  �� ,�−� ∩ �� ,� � ∈ � ���

��M� �� ��� ��� ���−��� ������� �
 ����� �� ��� �� ��� ����� ��

 �� ≥ � −  ����� ��� � ≥   ���� ��� ��
����� ,���� ������ ������� �� ��� ����� ������ ����� ��
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 ������� ����� � �������
����� �� ��� ���� ��� ���� ��� ������� ������ �� �� ��� ��−�� ������� �

  ��� �    � �    �F �
������ F� �� ������� ������ ���� �

 �� �
� −   ,  � �

�   ,  �−   ,  ��� −   , �  

������ �� �� ����� �� ���� ���� ������ ��� = �� > �� <  ���� ��� ������ ��−�� ������� �
��������  �������� �  ��  ��� �

�
�  ��� �  �F−  �F �

����� ���� ����� �M� �� �� ���� �� �� ��� :������ ������ �
  � � ��� ��� �� � ��� ��� ��� ���� ������  � � �  

 ����� ��� �� ���� ������ ���� ��� ���� �  ���  
������� �������� ������� ��� �� ��

� > �  ��
�− < �  ��

� − ≥ �  ��
� ≤ �  ��

:����� ����� ���� ��
����� �������� ����������� ��������� �������

�� ,�−� �− �− � � � �

� ≥ � >�� � � � �� ��

��− ,∞−��− �− � �

�∞ ,���− � � �� � �

�−�− �− �− � � � � �

�−�−

�−

�−

�− �− � � � � �

�

�

�− �− �− � � � �

�− �− �− � � � �

� � �
���
����

���
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������� ���� �����
Estimating Square Root

 ������ �����  �������

����� �� F ��� �� ,�� �������� �
   ����

����F �        ���F �

������ ��� ��� ,������ ��� �� ��� ������� ����� ����� �� �� ��� ��−�� ������� �
  ��F �

  π�F �

  �����F− �

���� ��� ������� ���� ���� �� ,�� �������� �
  ��� �
  ��� �

?������� ����� ������� ���� ����� ����� �� ��� �� :������ ������ �
 

� ����� � ����� �� + �  ���� ���� �� ,� �� � ,  ����� ���� :������ ������ �
 

�� ���
�−�
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 �M�� ������� � ����� �M��� ����� ������� � ����� ��� ,����� ���� �� ��� U��� ��� :�������� ��
� �

� F = � :�������
�� ��� ��� ������ �� ��� F���� ����� ����� ����  � � �  

   
   

 ����� ��� ,� � � ������ � ������� ����� � ����� ������ �� ��� F�� ��� :��M��� ������  ���  
� ��� ?� � � � ������� ����� ����� � �� U����� �����

   

   

�� ����� ����� F�� �M�� ���� � ��M� �� ��� ��� ���−��� ������� �

  ��������� ����� ���� �� ��� ��� ��

   ������ ��� �� ���� ����� �� ���� ��� ��� ������� ���� ��

  ����� ��� � ���� �� ���� ���� ���� ��� ������� ���� ��
  � �F + F = � + F ��

  �� +  =  �� + �F ��
 �  ∈ � ,  ��� �F × F = � × F ��
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 ������� ����� � �������

����� �� F ��� �� ,�� �������� �

  ��
��F �

  �� ^ ��F �

������ ��� ��� ,������ ��� �� ��� ������� ����� ����� �� �� ��� ��−�� ������� �
  ���F �

  ���F− �

  ���F �

���� ��� ������� ���� ���� ��−�� ������� �
  ��� �

  ��
�� �

  ���� �
 ������ ���� �������� � + �   ,  �   ,  � − � ������ ���I� ����� ����� ��� �M� ���   � *

�� ����� � ��� �� ��� ����� ����� �M���
    ��� ���� ����� ����� ������ ���� � � �

���� ��M� �� ��� ��I � ��� ���



��

    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
�−�

��������� ��
Solving Inequalities

 ������ �����  �������

������� F� �� ��� ���� �������� ��������� �� ��� �� ��−�� ������� �
�− ≤ � �� �

�− �− �− �   
�� < �� − �� �

� � � �� �� �� �� �� ��   
�� − �� � > �� − �� �

�     
����� ����� ����� ������� ���� ��� ������� �

 ����I ��� ���I ����� ��� ����� � ����� ����� � ������ ��� ������ ����� �������� ���� ���� �
 ������ ����� ��M�� ��� ��� �� ������� ��� � ������ ��� �� ���� � � ����� ������ ����� ����

?������ � ������
 

������� F� �� ��� ���� ���������� �� ��� �� ��� ����� ���� �
�� ≥ ��    �   �� − < ��  � � �  

�−�− �−�− �− �������   
�� ≤ ��  ��  ��− ≥ ��  ���

��−��− �−�− �− ������    



��

������� F� �� ��� ���� �������� ��������� �� ��� �� ����� ���� �� ,�� �������� �
 �� − ��� − ��� ≥ ��� − �� �

�−�− �−�− �− �������
  

�+ ��� ≤ �� −  ���� �
�   

��� ≥ ���� + � �������� �������� ����� ���� ������ ����� ���� :��������� � ������� �
 

:�M�� ���� �
 ���M�� ����� �� ���� �� + � ≤ ��� − �� �

� �������� �� ��� �� �� ≥ � ��M�� ��� ���  � � �  
��������� � ���� ���� ��� �� ���� ��� �������� ������� ���� ,�M�

  
  

� + � ≤ ��� − �� �
� �������� ��� ���

  
 ��M��� ���� ��M� �� ����� �� ���� �� � ���� ���� �� � ��� �� �� ����� ����� ���� ��

������ �� �� ������ � ��� � ���� ����� � ���� �� ��� ����� ������ ������
?������ ����� ����� ����� ���� ������ ����� ��� ��  

 
�������� �� �� ����� ���� ���� ��� < ��� − �� � + � �������� ���� ��

 

�− �− �− �− �− �− �− �− � � �
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 ������� ����� � �������
������� F� �� ��� ���� �������� ��������� �� ��� ��� ����� ���� �� − �� ������� � 

�− �− �− �− �− �− �− �− � � �   � < ��− �
  �� > � + �� − ��� ���− �− � � ��

 ��� ≥ ��� + ��� − ����− �
���� ��� ��������� ������� ?�� �� ��� ������ ������� �����I ����� ���� �� �

������� F� �� ��� ���� ��� ��������� �� ��� �� ��� ����� ���� �

�− �− �− � � � �� > ��  �  �� − < ��  � � �

� � � � � �� �� �� �� �� ��  ��� < ��� �� �� > ��  ���
������� F� �� ��� ���� ��� ,������� ��������� �� ��� ��� ����� ���� ��−�� ������� � 

� � � � � �� �� �� �� �� ��  �� + ��� − ��� ≤ �� − � �
�− �− �− �− �− � � �   � > � + �� > �− �

� � � � � � � �   � ≥ ��� − ��� ≥��− �

�� ≥ �� − � ≥ �− ��� ���� ������� � ��� ���� �

 � ���� ��� ������� ����� ������ �� ������ �� ��� ���� ����� � ������� ����� � ����� ����� ��� ����  �� *

 ������ ����� ����� ������� ���� ��������� ������ ������ ������� ��� �� ������� ��� � ���� �� ��
������ ����� ��� ���� �� ������

 ��� �� ��� � �� ����� � ���� �� �� ������� ���� � ����� ��� ���� ��� ��� ����� ����� �  ��
�� ������ �� �������� ���� ���� ������ ��� � �����

 ������� ��� ������� ���� � � �
?����� �� ����� �� ���� �� �� ����� �� ��� ���



��

    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
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���M�� ������
Absolute Value

 ������ �����  �������
������� �� ��� ����� ���� ��−�� ������� �

  �� = |�� − �|� �

  �� = �� + |� + �| �

  �� + �� = |� − �| �

  � + �� = |� + ��| �

   |� + �|  = |� − ��| �

  � = |� + ��|  + |�� − �| �

����M�� ������ ��� ������� ��� �� �� ��� ����� ��� �
  |� + �|  � � �  

 � + |� − �|  � � �  
:������ ������ �

��������� ������ ������ ���� ���� ���M� ���� ����� ������� ����  � � �  
   

�  ������� �������� ���� ���� ���M� ���� ����� ������� ����  ���  
   



��

������� F� �� ��� ���� ��� ,������� �� ��� ����� ���� ���−�� ������� �
��− �− �− �− �− � � � � � ��    � < |� + �| �

��− ��− ��− �− �− � � � �� �� ��    �� ≤ |� − �| ��
��− �− �− �− �− � � � � � ��    �� >  � + |� − ��| ��

�− �− �− � � �
   � ≥ |� + ���|� ��

��������� ��� ���� � ������� ������ ���� ,� ≥ |� − �| �������� �� ��� :��M��� ������ ��
 
 

  :�� � − � = |� − �| ������� ���� ��� :����� �� ������� ��
� ���  �− � � �   
� � � �  � ����   



��

 ������� ����� � �������
������� �� ��� ��� ,������ �� ��� ����� ���� ��−�� ������� �

  � = � + |� − ��| �
�− = |� + ��| �

   � − �� = |� − ��| �
  � + �� = |� + ��| �

������� F� �� ��� ���� ��� ,������� �� ��� ����� ���� ��−�� ������� �
 �− ≤ |� + ��|               �

 �� ≤ |� − ��|� �

 � > � +  � − �
�    �

 �� ≥ �� + |� − ��| �
�� �

������� �� �� ����� ���� �
� = |� + ��|  + |�� − �| ���   |� + �|  = |� − ��| � � �  

� + �� = |� + ��| ���   � − �� = |� − ��| ����  
  :�� � − �� = |� − ��| ������� �� ����� ��

�∞ + , �
� � ���  �∞ + , �

�� � � �  
� �

� , ∞ −� ���   � �
� , ∞ −� ����  

  :�� � >  � − �
�   �������� �� ��

 >  �− � � �   >  ��− > � > ��− ���  ��
�� > � > �− � � �  �� > � > � ����  
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���M�� ������ ����
Absolute Value Function

 ������ �����  �������
�������� ������ �� ,���� ��� ��� ���� �� ��−�� ������� � 

|� − �| = � �

� − |��| = � �

|� + ��|− = � �



��

�������� ������ �� ,���M�� ������ ��� ������� ��� ���� �� ���� �� ,�� �������� �
|� + ��| = � �

 
|� + �| = � �

�
�

�
�  

:�� �� ���� �� ���� �� ����� ���� ��� �� − �� ������� �
   |� − ��| = � �    � − |��| = � �

  |�� + ��| = � �    |� − �|� = � �

�−�− �− �−
�−
�−
�−

�
�

�
� � � � �−�− �− �−

�−
�−
�−

� � � �

�
�

�

�
�

�−
�−
�−

� � � ��− �− �− �− �− �− �− �−

�
�
�

�−
�−
�−

� � � �

� � ����

����� � �
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  :�� ����� ����� ������ ����  ������  :����� �� ������� ��

� + |� − ��| = �  � � �  
� − |� − �| = �  ���  

�

�−
�

� ��−
�−
�−

 � + |� − �| = �  ����  
� − |� − ��| = �  � � �  

����� �� ����� ����� ���� ������ ��� − ��� ������� �
|� + �| = � �� |� − �| = � ��

| � | − � = � ��  � − |�| = � ��

  

� − |� + �| = � ��   |� −�| − = � ��

  



��

 ������� ����� � �������
�������� ������ �� ,���� ��� ��� ���� �� �� − �� ������� �

|�| �
� + |��| = � � � + |��|− = � � |� − ��| = � �

�������� ������ �� ,���M�� ������ ��� ������� ��� ���� �� ���� �� ,�� �������� �
� − |� + ��| = � � |� − �|− = � �

  
  

������� ����� �� |� − ��| = � �I��� �� ��� ��� �
 



��

:������ ���� ����� ,�������� ����� ���� ������ �
�� − |�| = �

 ������� ���� �� ,� ��� ����� �� ��� �� ���� ��� �� |�| = � ������ ������ �� �� �� ,�� �������� �
�������

� + |� − �| = � � |� − �| = � �

������� ����� ������ ���� ���� ��

�|�| = � ������ � ������� ���� ���� ���� ���� ��� ��� ��� ,��� �������� �

��−

�

��
|�| = �

 ��
�

� ���

|�| = �  ��

�

��−�−�−�−�−�−
�−
�−

� � � �

�
�
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�� ��� ����� �� ��� �� ���� ��� �� |�| = � ������ ������ �� �� ��� ,��� �������� �
  � − |�| = � ��
  |� + �| = � ��

:������ ����� ������� ������ ���� ������ ���� ��

�

��− �−
�−
�−
�−

�− �− �− �− � � � �

�
�

 

 

  ��� ,�� �M����� ����� ��� � ���� �� �� �� � ��
� + |�| = � � � �  

|� − �| = � ���  

� + |� − �| = � ����  

|� + �| = � � � �  

:��� + |�| = � �� � − |� + �| = � � ��� ���� ������� :����� �� ������� �� *
������ ��� ����� � ,������ ��� ������ ���  ������ ��� ����� � ,������ ��� ������ � � �  
������ ��� ����� � ,������ ��� ������ � � �  ������ ��� ����� � ,������ ��� ������ ����  

 ������ ��� ����� �� ������ ����� �� ����� � ������� �� |� − �| = � ������ ������ ����� �� *
  :�� ������

� − |� − �| = � ���  � − |� + �| = � � � �  
� + |� − �| = � � � �  � + |� + �| = � ����  
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���M� ������� ���� ��
Solving a System of Two Linear Equations

 ������ �����  �������
������� �� ��� �������� ���� �� �� ����� ���� �� −�� ������� �

� = � + ��
� = � − �. � � − � = �

� + ��− = �. � � = �
� − � = �. �

� = � + ��
 � = � + �� 

�
�

� = � − �
�
�

� − � = �
� − � = � 

�
�

� + ��− = �
�
�

� − � = � 
�
�



��

�� �� ����� �� ����� ��� ������ ��� �� � ��� ��� ���� �� ���� ���� �� ,�� �������� � 

� + ��− = �
�� = �� + ���. � � − �� = �

� + �� = �. �

�� = �� + ���
�
�

 
� + ��− = �

�
�

 
 

� + �� = �
�
�

  
� − �� = �

�
�

  :�� � − �� = �
� − � = �. ������ �� ����� ���� ������ ����� �

�

� �

�

�

�
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����� ����I � ������� �� �� ���� �� �� ���� �� ,�� �������� �

� = � + ��
� = � − ��.

 � ��− = �� − ��
� = �� + ��.

 �

�������� ����I � ������� ���� �� �� ����� ���� ��� ,�� �������� �

� − �� = �
� − �� = ��. ��  �� = � + ��

� = � − ���. �



��

���� ����� ���� ����� ����� ���� ��� ����I ��� ,�� �� ���� ��� ��� −��� ������� �

  � = � − ��
� + �� = �. ��

  � = �� − ��
�− = �� − ��. ��

  � + �� = �
� − � = �. ��

 ��� ���� ������� ��� � �
� �� ���� �M��� � �M���� ��� ���� ������� ��� ��� ��� : �������  �� *

�� �M���� �������� ���� �� �� �� ,�−� �� �M����� � �M����
  
  

 �� ����� ���� ������ ����� �� ���� ������� ��� �� ���� ����� ������ �����I �� FM� :������  ��
 ��M�� ���� ��� �� �� �������� ��� �� ������ ����� ������� ����� ����� ������ :��������

?��������
 
 

 ����� ��� �������� ������� ������ ����� �� �� + � �
� = � ������� F��� : ������� �� *

?�� �� ,����� ���� � ?�������� ����� �� ����� ���� ���� �� ���� �������
  
  



��

 ������� ����� � �������
 �������� ���� �� �� ����� ���� �� −�� ������� �

� = � − �� + �
� = � − ��.

 � � + � �� = �
� + �− = �.

 � � = � + �
� = � − �.

 �

�� �� ����� �� ����� ��� ������ ��� �� � ��� �� ����� �� ���� ���� �� ,�� �������� �
� = � + ��

�� = �� + ��.
 � � + �� = �

� = �� − ��.
 �

����� ����I � ������� �� �� ���� �� �� ����� ���� �� ,�� �������� �
�− = �� − �

� = � − �. �  � = �� + ��
� = �� + ��. �



��

�������� ����I � ������� �� �� ���� �� �� ����� ���� �� ,�� �������� �
��− = � + �
� = �� − ��. �  �� = ��� + �

�� − �� = �. �

��� �� ���� �� �� ����� ���� ��� ,��� �������� �

 �� = ��
� + �

�  = � + ��. ��

� = � + � �
�� = �� − ��. ��

 ������ ����� ������� ���� ��� �� °�� ����� ������� ���� ���� ���� ������� ���� ���� � :������  ��
  ��������� ���� ���� ����

 ������� � ������ ��� ������� ������� � ������ �� ����M��� ����� ���� ����� ��� ��� ��� ����  �� *

 ��� ������� ������ ��� �� �� ������ � ��� ������ ������� ���� ����� ����� ������ ���� ��� ��� ��������
  ?������� ������ ���

 ��� ��� ���� ,����� ��� ��� ����� ����� ,� ���� �� ���� ����� � ���� �� ��� ���� ��� ���  ��
?����� ���� ����� �� ������ ��� ����� ����� � ������ ���� ���� ,����� ����� � ������

 

 ���� ��� �� ����� �� �� ��� ��� ��� ���M�� ������� ���� ���� ���� ���� �� ���� ��� ����  �� *
 ����  ������  �����  ���  �� ������  ��  �����  ����  ����  ���  ����M���  �����  ��  �

�  ���
 ��� �� �� �� ��� ���� ����� ���� ������ �� �

� ��� ���� ����� �� �
� ��� ���� ,����� � �����

�����
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���� ���� � ������� ������ �� ������ ��
Solving Quadratic Equations in One Variable

 ������ �����  �������
  ? ����� � ����� ��� �� �� ���� �� �

��� + ��� + ��� ���  �� + ��� − �� � � �  
��� + ���� − ���� � � �  �� + ��� − ��� ����  

 �� ������ � ��� ������ ��� ������ ���� ����I � ������� ������ �� �� ����� ���� ,�� − �� ������� �
����� �� ��� ����

  �� = �� + �� �
  �� = ��� − �� �

  � = �� + ��� + �� �
  � = �� + �� �

������� ������� ����� ���� � ���� � ����� ���� � � � �
 

� �

�

�
�

 ������ ���� �� ����� ������ ������� ����� ���� ��� ���  
������ ����� � ���� ������� ������ �����   

  
������ ����� � = � − ��� + �� �� ��� ����� ��� ��� :���������� � ������� �

  



��

:�� �� ������ ��� ��� −�� ������� �
�Δ ������ ���� ����  � � �

������� �� �� ������ ����� ���� �� � ��� ���
� = � − �� − �� �                        

 
 

�� − �� = �� ��                       
 
 

� = � + �� + �� �

 
 

�− = �� + ��� ��
 
 

:�� �� ������ �� �� ����� ���� ���−��� ������� �
� = � − �� + ��� ��                       

 
 

� = �� − ��� � ��                       
 
 

� = � − �� + ��− ��                      
 
 

 �
� − �  = � − � 

�  ��                      
 
 

� = � + �� − �� ��

 
 

�� = �� ��
 
 

� − �� = �� ��
 
 

�
� = � + ��� ��

 
 



��

� = � �
� −� � + �� ������� ���� �� ��� �� ���� ���� � ���� ���� ��

   ����� ���� ������

    �� ��� ����� � ������ ����� ���� ��

 
� = �� + �� + �� :������� ���� �� ����� ���� ���� ������� �� ���� ��

:������ ���� ������� ������ ���� ��
   �− ,� � � �

   �
� ,� ���

 ������ ���� �−
�  ����

 ������� ���� �� ���� ,� = � + � � + ��� :������� ��� ���� � ��� ����� ���� ��
 

� ,�  ������ ,� = � + �� + ���− ������� ���� ��
:������ ���� ������� ������ ����

  �� ,�� � � �

  � + � ,� + � ���
:���� ���� , � , � ������ � =� + �� + ���− :������� ���� �� *

 � �� + �� � � �

  � �� − ��� �� − ���  ���



��

 ������� ����� � �������
���� �� ��� ���� �� ������ � ��� ,������ ��� ������ ���� ����I � ������� ������ �� ���� ��−�� ������� �

  � = �� + �� �
  ��� = ��� + �� �

  � = �� + ���� − ��� �
���� ��I ���� ���M��� ������ ����� ����� ����� ���� ���M��� ������ �� ���� :������  � *

������ �
  ������ ���� ���M��� ������ ���� � ����� ����  � � �  

������� ����� ��� �� ��� ���M��� ������ �� F��� ������ ����  ���  

  ������ ��� ����� ���� ��� � ������� ��  ����  

?�� �� ������ �� � ������� ����� ��� �� �
 � = � − �� − �� � � �  

 � = ��� − ��� ���  

 �� − = �� + �� ����  
:�� �� ������ ��� �� − �� ������� �

�Δ ����� ���� ���� � � �
������� �� �� ����� ����� ���� ��� �� � ��� ���

   � = �� + � + ��� �
 � = �� − �� + ��� �

     � = �� + ��� + ��� �

�

�
� + �



��

:�� �� ������ �� �� ���−�� ������� �
    � = � − �� + ��� �

   ��− = ��� + �� ��

    � = � − �� + ��� ��

    � = � − �� − ��� ��

 �− = �� − ��� ��

     �= � − ��� + ��� ��

� ��� ? ����� �� �� ����� ����� �� ������� ���� ��� ,���� ���� ����� ������� ������ :��M��� ������ �� *

 

:�������� ���� ���� � ��� ���� F�� ,� = � + � � + �� :������ ������ ��
 ������� �� ����� � � �

  ������� ������� ����� ���
 ��������� ������� ����� ����



��

���� ������ ������

  :�� ������F ��� � ���� �� �
���� ��� ��� ���  �� ��� ��� � � �  

���� ��� � � �  ���� ��� ����  
  :�� � + �� + �� �− > �� − �     �������� �� �

��
�  − > � ���  �������� ������ �� � � �  

��� ��� � ��� ��� � � �  �� < � ����  
������ �� ������ ����� �� ����� ��� ,|�| = � ������ ���� ������ �� �

 :�� ������ ������ ������  

� − |� + �| = � ���  � + |� + �| = � � � �  
� − |� − �| = � � � �  � + |� − �| = � ����  

 :�� ��− <  �� < �    �    � > � − ��− > � −:�� ������ ����� ���� ������ �
� ���  �− � � �  
� � � �  � ����  

������ ����� �� ����� ,����� ����� ����� ���� ���� ,��� ������� ����� ���M��� ��� ��M� �
:�� ��������� ����� ������ ������ ��� ���� ������ ���� �� �� � ��� �

��� − ���� − � ��� = � ���  � ��� + ���� − ��� = � � � �  
�� − � ��� =� � � �  �� − ����� − ��� = � ����  

������ F� �� ��� ���� �� > �� + ����−   :�������� ��� �
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  �� > � � − �� > � : ��� �
 

  ��� = |�� − �|� :������� ��� �
 

  ��� − � = | � + ��  �
� :������� ��� �

 

  ��� ≤ |� + �|� :��������� ��� ��
 

�|�| �
� − |��| = � ������ ������� ���� �� ,��� ���� �� ��

�
�  

�� + |� + �| = � ������ ���� ���� �������� ����� ���� ������ ��
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 �������� 
� + �� = �
� + �� = �. ������ ��� ����� ���� ��

 �������� ����I � ������� , 
� = �� + ��

� = � + �. ������ ��� ��
 

  ������ ����I � ������� , � = �� + ���
� = �� − ��. ������ ��� ����� ���� ��

  ��� ,�� �� �� = � + ��
��������?��������. ������ �� ���� ���� ������ ���� ��

  �� = � + �� − ��� :����� ���� ����I � ������� ������� ��� ����� ���� ��
�� = � + �� + �� :�������� ������� �� �� ������� ����� ��� ��� ����� ���� ���� ��

 
  � = � + �� − ���−  :������� ��� ����� ���� ��

  ���− ��� ����� � ������ ����� ���� ��
�� ,�− ������ ���� ������� ������ �� ������ ���� ��
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�������� �����
 � > |�|

� + �
�  < � + ��.  ������ �� ����� ���� �

 ����� ,���� �� ������ ���� ������� �����I ����� ����� ���� �

������������ = � , ������������  =  �� ���� :������ �

 �|� − �| < |� − �| �������� �� ����� ���� �

 � �  ����� ����� ���� ��� � �� �  ����� ��� ��I ���� �
 ������ ����� �

�  �����  

 �������� ������ �� ��� �� �� = |� − |�|| :������� �� ����� ���� �

 � = �� + �� + ���� − ��� + ��� :������� �� ����� ���� �

 ����� ��� ����� �� �� ����� ������� ������ �� ������ ���� �
 � = � − � + ��� ������� ���� �� �� 

  � = �� − ��� − �� :������� �� ����� ���� �
�
� + � , � +  :������ ������� ������ �� ������ ���� ,� = � − �� + �� :������� ���� � ,  ��� ��� ��

 � = � − ��
�� = �� + ��.
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�������� �������
Angles and their Measures

 ������ �����  �������
� ��������� ��������� ������� ������� �� �� ��� ���� �

 ������� ������� ��  � � �  
 �������� ������� ��� ���  

������� ���� � ������� �������� �������� ��������� ������� ������� �� �� ��� ���� �
   ������� ������� ��  � � �

 �������� ������� ���   ���
��π � �������� :������� ������� �� �� ���� ������� ������� ���� ��−�� ������� �

°��� � °�� � °��� �
:������� ������� ������� ������� ������ ���� ��−�� ������� �

π��  � π���  � π��  �

 ������ �� �� ������� ����� �������� ���� ������ ������ �� ����� ��� ��� ���� ��I �� ����� �� �
������ ��� ��I ���� �°��� ������ ����� ����� �  � ���� ���� ������ �� ������

�
°���
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 ,�i� ���� ��� ���� ���� �������� �B� ����� ��� �M� ��� ��I �� ���� ���   ��� ,��� �������� �
:��� ���� ������� ������ ���� ��I ���� ���� ��M�� �����

   � π��  = θ  ,���� =B ��

  �π���  = θ  ,���� =B ��

 �� ��� ������� ������ °��� ������ ���� ��� � ������ ����� ���� ������ ����M�� ���� ����� ��

°���
 ��� �� ���� ����� ������� �M� ��� ��I ��� �������� ���I�� � �����

�������� ��� ����� ���� ����� ��I ����  
     

���� �� ��� ���� ������ � ����� �������� �������� ������� ������ ���� ��
  °�� l�� ll��  � � �  
  °��� l� ll��  ���  

��M� �� ��� ��� ���−��� ������� �

�°��� l��  ������� ������� �������� ������� ����� ��

 ��� ���� � � ����� ��I ��� ��� � ���M� ��I ����� � ����� ������ � � � ������� ������� ��
��� � ����� ������� ���

������� ����� � ��� π���  ������ ���� ������� ��
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 � ������� ����� � �������
��π � �������� :������� ������� �� �� ���� ������� ������� ����   ��−�� ������� �

°��� � °��� � °�� �

:������� ������� ������� ������� ������ ���� ��−�� ������� �
π�  � π��  � π� �

 ����� ,�i� ���� ��� ���� ���� �������� �B� ����� ��� �M� ��� ��I �� ���� ��� �� ,�� �������� �
 :��� ���� ������� ������ ���� ��I ���� ���� ��M��

 π��  = i , �� ��� = B �
 π� = i , �� �� = B �

������ ��I ���� �
� �   ���� �� �   ��� �   � � �

�������� ������� ����� ��� ���� ����� ��:�:� :�� ���� ����� ������ �� ������ ���� ��� ��
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 ��������� ����� ���� ���� :������� �����
Trigonometric Ratios and their Reciprocals

Sine� Cosine� Secant and Cosecant

������ ����� � �������
 ����  , ����  ,���  ,���� :���� ������ ����� � �

:����, �� � ������ �� �� ����� � �
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 ��I �� �� ��� ����� ����� �������� °�� ������ ���� �M� �� ����� ���� ����� ������ �����  �
  ?����� ������ �����

���� �� ��� ���� �� � ����� ,� ������� ���� ���� �
��� �

�

���
�� � �°��

� � �

 ���� � ����� ����� � ����� ������� ��� ��I� :���� ���M�  �
 ������ �� ����� ��� ������ ��� ��� ������ � ������ ��� ��M�

�°���� ������ ������ ����� �� ���� ����� ���� ����� ���
 ��� ���� �� ����� ��I �����

 

����� ������ ��� ��� ,�� �������� �
 :�� k�� − π�k ��� ���� ��� ,� � ���� ���� �� �  ��� ��� �

  �
��   ���   ��� �  ����   �� �

�   ���   �� �
��   � � �  
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� ��

 :����� ���� + ����� ��� , �  � ���� � � �  ����� :������ ����� � ��
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 ������� ����� � �������

��� ��

�

 ��� ,� � ������� ���� ���� �� �  :������ ����� � �
��� �� = �� �  ,�� � = �  

  � ���� +�����
���� − �����  :���� ����  

� h

�

�  :���� ���� ���� = � �  ,��� = � :��� ������� � �M� �  :������ ����� � �
  ������ + ��� ���      ����� + ��  � � �

�h���  ,h��  ,����  ,���:���� ,������ ����� � �

�°�� = � ���  ,°�� = � �  :��� �� � Δ �
�������� � � = ��  ��� ,� = �� � ��� ���  

  �°�� ��� ,°�� �� ,°�� ��� ,°�� �� ,�  :�� ��� ����  
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� °��
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   �°�� ,°� �� ��� � ����� ����� ��� ��� ��� � � � �
 �� ����� ���� ���� ������ ��� ���� ������ ���� �� ��� ����� + ���� ���� ����  ���     
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 ��� ��I� �M�� ���� ����� ���� ��� ��� ,������� ���� ���� � ��� ��� ���� :��������� � ������� �
 ������� ��� ?����� ������ �� ������ ���� ��I� ������� ���� ���� ���� ������ �M�� �����

:�� �� ������� �M� ��� ��I ��� ��� �� ������ ����� ���� ����� ����� ���  �� *
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  ���  ,� �� �� �� ��I ����  ���  
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  : ������� ��������   : ������ ���������� ���
�−�

������� ������� ��
Tangent and Cotangent of an Angle

������ �����  �������
:�� �� �� � ���� ��� , �� ���� ����� �� �
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�
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�
��� �
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� �� , ��� , �� :����� �
� = � �� ��� ��� , �� � ������ �� � Δ � �
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 ���� �� ������ ������ ,������� ���� ����� ����� �� ������ �� ������ ���� ������� ���� ���� �
:��� �� ���

  �� + � �
� = � ���     �� − �� = � � � �

���� �� ��� ���� �� ������ � ���� ���� �
��� � � �
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  ���� �� ��� ���� �� � ����  � � �

 ��� ��� ���� �� �� � Δ ����� ���� ���� = �� � ������ ���  ���
  � ����

������� ����� ���� �M� �� ����� � ������� ��� ���� �� ����� ��� ��� ����� �
  ����� �M� �� ����� ������ ���� ������� ���� ����  � � �  

� ���� �� � ���� ��
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� �

��� ���
������

����� ����   ������� ��� ������ ����  ���  
��M� �� ��� ��� ��� ,�� �������� �

����� = ���� × ����� ��� � � ���� ���� �� �  ��� ��� �
� �°�� �� ������� ���� ����� ����� �� � = � + � ������� ������ ���� ������� ���� ��
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 ���� �� ������ ������ ,������� ���� ����� ����� �� ������ �� ������ ���� ������� ���� ���� �
:��� �� ���

  �� = � �F� − �� ���    �� + � �
� = � � � �  
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Trigonometric Ratios for Some Particular Angles
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Angles of Elevation and Angles of Depression
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� �� ���� � �� �  ����� � � �   ���   � � �  

�

�
°��� ���

h

�

 �� ,� �� ��� ���� ,������ ����� � ��
 

:�� � ������ �� �  ����� �� ��
  °�� = ���  , �� �� = �  � � �  

  ����� = ��  ,���� = �� �  ���  
 �� � ����� ���� ������� ��� ������ ����M� � � ��� ������ �� ��� ������� ����� ��� ��� ���� ��

�����M�� �� ����� ��� ���� �°�� ������ ������ ������ ���� �M�
 

°��
� � ��� ����
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 ����� ����� ����� � � ������ � ���� ���� ������ �M� �� � � ������� ������ ��� � ����� ��� ��� ��
 �� ���� ������ ��� ���M��� ���� ������ ���� �°�� ����� ������ ����� ����� ����� ���

�������� ��� ����� �� � ���� ������ �����
 

���M��� ��� ��I ���� �°�� ������ ����� ,��� ����� ������ ����� ��M� ��
 

 �� ������ ���� �� �� ����� ��M� ��� ��I ����� ����� ���� �� ��� ��
������ �������� ��M��� �M� ����� ���� ��� �� ������ ������ ,���M���

 ��

��M��� ������

�� ��
�

 
 �� ����� ���M�� ����� F��� ��� �� ������ ���M� ����� �� �� ���I ���I� ��� ��

 ����� ��� ����� ���� ���� �� �� ������ ������� F���� �� ����� ���I ���� ���� ����� ���
 �������� F���� ������� ���� ��

 
  ,������� ������� �� ����� �� ���� ��� ,������ ����� � �� *

 ��M��� F�� ���� ��� �� ����� �������� �� �� �M� ��� ��I�  
�������

 
��� ��I ��� ��� ������ ��M��� ������ F�� ���� ,������ ����� � ��

��� � ����� ������� �M�  
�

�
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�������� �����

������ �� ���� ��� �� ���� ���� ���� ������ ����� ���� �
������ � ���� ���� ����� � ������ ��� ���  

  �θ ����� � ����� ��I ����  

������� ���M�� �� �   �� �

θθ ���          �θ��� θ���� ����� ����� ��� ����� �� ����  

:�� ���� ������� ����� �� �
 � − �
� + �  = θ��  �

�

�� �θ�

:�� ���� ,������ ����� � �
 �α��� α�� �� = �� �Δ �����  � � �  

β��� × β�� × ����� × �� = � ���Δ �����  ���  
�β + α� �� × �� × �� = � �Δ �����  ����

 α���
β���  = ��  � � �

 .β�� α��� + β��� α�� = �β + α���  ����*

�βجا = α�� �� ����� ,����� ������ ����� �� β ،α حيث αظا =βجتا ، β�� = α��� ��� ��� �

β

�
��

��
� α

� �

� ��
θ

��

���� ������ ������

  :�� ������F ��� � ���� �� �
���� ��� ��� ���  �� ��� ��� � � �  

���� ��� � � �  ���� ��� ����  
  :�� � + �� + �� �− > �� − �     �������� �� �

��
�  − > � ���  �������� ������ �� � � �  

��� ��� � ��� ��� � � �  �� < � ����  
������ �� ������ ����� �� ����� ��� ,|�| = � ������ ���� ������ �� �

 :�� ������ ������ ������  

� − |� + �| = � ���  � + |� + �| = � � � �  
� − |� − �| = � � � �  � + |� − �| = � ����  

 :�� ��− <  �� < �    �    � > � − ��− > � −:�� ������ ����� ���� ������ �
� ���  �− � � �  
� � � �  � ����  

������ ����� �� ����� ,����� ����� ����� ���� ���� ,��� ������� ����� ���M��� ��� ��M� �
:�� ��������� ����� ������ ������ ��� ���� ������ ���� �� �� � ��� �

��� − ���� − � ��� = � ���  � ��� + ���� − ��� = � � � �  
�� − � ��� =� � � �  �� − ����� − ��� = � ����  

������ F� �� ��� ���� �� > �� + ����−   :�������� ��� �
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    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
�−�

�������� ������
Ratio and Proportion

 ������ �����  �������
�� ���� ,�:� = �� + �� :�� − ��� ��� ��� �

? �
� ������ ������� ������ ����� ��:�� ������ ��� �� ��M� ���� ����� �� �

�� ,� ,� :�� �� ��� ������� ������ ���� ���� �

��� , ��� ,� ,� :������� ������ ������ ����� ������ ��� ���� �

��:  ���� , �
� = �� + 

� − � ��� ��� �

� + 
� − �� ������� ������� ������ ����� � ,� ,� ������ �� ������� � ������ �� � ,  ���� ��� �

 
�� ≠ ����� ��� , ��� − 

�� − � = ��� + �
�� + �� :�� ���� ������� � ������ � ,�� ,� ,  ���� ��� � *

 

�� ≠ ������ ��� � − 
�� − � = �� + 

��� + � :�� ���� � �������� ������� ���� ��  ,�  ,  ���� ��� � *
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  ?������� � ���� � ������� ����� ����� �� �� :���� ���� �
�

��   ,   �
� ���  ��

��   ,   �
� � � �  

��
��   ,   �

� � � �  ����
����   ,   ���

���  ����  
 ������� ��� ���� ��� ���� ������� ������ ,����� �� �� ��� ��� ��� ������� ���I ��� ��� ��� ��

  ������ �� ��
 �� �� �

� = �
�  ������� �������� ���� �� ���� ������ �� ����� ���� :��������� � �������  ��

  �������
��M� �� ��� ��� �

�  = � ��� ��� ��
  �� = � � � �  
  � = �� ���  
  � × � = �  ����  

  � + �
�  = � + 

�  � � �  

:�� � ���� ��� � ��
�� = �

�� ��� ��� ��
��
�� � � �  �

�� ����  ��
�  ���  ���� � � �
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 ������� ����� � �������
  ? �

� ������ ������� ������ ����� ��:� ������ ��� �� ���� ���� ����� �� �
:�� �� ��� ������� ������ ���� �

 ,�� ,� ,� � � �  
 ,�� ,�� ,� ���  

�������� ������ ������ ����� ������ ��� ���� �
  �� ,�� ,��� ,� � � �  

  �� ,�� ,� ,��� ���  
��M� ���� ,����� ����� �������� �� ��� , �

� = � ��� ��� �
   � = ��  � � �  

    �
�  = �� ���  

   � + �
� − �  = � + 

� −  ����  

  � ��
�  = � + �

�  ��� ��� � ���� �

� ≠ ������ ��� � + �
� + ��� = �� + 

�� + ��  :�� ���� ������� � ������  �  ,��  ,�  ,  ���� ��� � *

� �� = �� + �
��� + �� :�� ���� � �������� ������� ���� ��  ,�  ,  ������ ���� ��� � *

 � ���� ����� ����� ��� ��� ��� ,� ������ ��� ����� ���� �� � ����� � ��� ����� ���� ���� ���� ��� �
 ,����� � ��� ,����� � ��� ��� �� ����� ��� ��� ������ � ���� �� ����� ���� ����� �� ������

����� �� ���� ���� ������ � ����
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    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
�−�

���M�� �����
Direct Variation

 ������ �����  �������
������ ���� ���� ���� ��� ��� ?� ����I � ���� ��� �� �� � ������ �� �� ��−�� ������� �

  � �
� = � �

  � = �� + �� �
  � = �� + �− �

 ���� ����� ���� ���� � ��� ����� �� ������ ���� � ��� ���M�� ���� ��� ������ ���� ���  �
��� ��� �M��� ������ ����� ����

  ������� ������ �� ������ ��� ���� ������� ����  � � �  
  ������ � �

� ��� ����� ���M�� ���� ������ ����  ���
 ���� ���� ���� �� �� � ����I � � ���� ��� ������ ���� ��� �� ���� �� ,� �� ������ ���� �� �� ���� ��

������� ��� �����
� �

��� �
��� �

���� �

 � � �
� �

���� �
�� �

 �

:� ���� � ����I � ���� ���� � ,  ��M����� ���� ������� ��� ���
  �� ,�� �    ,    �� ,��  �

  ��� ,��� �    ,    �� ,��  �
:����� � ��� �����I � ���� ���� ��− ,�� � ,�� ,��  ��� � ,  ��M����� ���� ������� ��� ��� �

��−
�  � � �  ��

�  ����  ��− ���  �� � � �  
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 ��� ������ ���� �� � ����I ������ ��� ����� �� ����� ���� ��� ��� ��� ���� ������ � ���I  �� *

:� ��� = ������ ���� ����� �� ��� =���� ��� ���� ;�ρ� F���� ���� ��� �������
  ������� ����� ���� �� ������ �����  � � �  

  �� ��� �� ������ ���� ������ ��� ���� ����  ���  
������� ���� ?� < ������ ���� ��� � ����I � � ���� ���� ����� ������ ����� � �������� �� �� ��
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������� ��� ?� , � �� � ����I � � ���� ���� � ,� ��M����� ��� ���� ������� �� ,�� �� �  ��
   ���,�� �    ,    ��,�� �  ��
   ���,�� �    ,    ��,�� �  ��

:������� ���� �� ��M��� �M����� ��� ����� ���M�� ����� ���� ���� ���� ������� F�� ���� ��
��− ,�−� ���  �� ,�� � � �  

�

�

�− �
�

�−�−�−

 ����� �

�����
? ��

����� �
 � ����I ������ ������� ����� �� ���� ���� ��� ����� ���� :��������  ��

 ���� ����� ���� ���� �� ����� � ����� ���� ��� ���� �������� ����� ��
 ����� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ����� ,����� � ���� �����

  ������ �� ����
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  ����I ��� ���� �� = � � − �  ������ ��� ���� �� ���� ���� :���� ���� ��
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���� ��� ��� ��� ����� ����

�� �� �� ��� �������� �����  
������� �� ?���I ��� ���� ��� ������ ��� ���� �� ������ �� � � �
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 �������� ������ ���� ���  
 

����M��� ������ ��� ������ ����� ������ ,����� ����� ���� ��
�� � ��� ��� ����� �������

��� ��� �� ��� ��������� ������  
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 ������� ����� � �������
������ ���� ����� ���� ���� ��� ?� ����I � � ���� ��� ������ �� �� ��−�� ������� �

  � =�� − �� �
  � = �� − �� �

  �� = �� �
 ����� ��� �� � ����I ������ ����� ���� ��� ����� ���� ,������ �� ����� ���� ����� ���� ��� ��� �

:����� � ���� ��� � ������ �� �� ��� ��� ���� ���� ������
������� ����� ���� ����� ��� ������ ����  � � �  

   
?���� �� ��� �� ����� ���� ����� ��  ���  

   
 ���� �� �� � ����I � � ���� ��� ������ ���� ��� �� ���� �� ,� �� ������ ���� ���� �� �� ,�� �������� �

������� ��� ����� ���� ����
� �
�− �−

� �
�� �

 � � �
� �
� �
� ��

 �

:� �� � ���� � ����I � � ���� ��� ���� �� � ������ ������ ���� ��� ��−�� ������� �
  �� ,��    ,    �� ,�� �
  �� ,��    ,    �� ,�� �

  �� ,��    ,    �� ,�� �
 ;���� ����� ����M� ���� ������� ��� ���� ������ ��� �� ������ ��� ������ � ����� ���� ��� ��

 ������ ����� ����� �� �� ���� �� ���� ��������� ���� � ���� �� �� ���� ����
  �������� ������� ���� ����� ���� ���� ������ �� ������ �����  � � �  
  ?����� ����� ����� �� �� ������ ��� ����� ��� ���� ������ ��  ���  
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    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
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����� �����
Inverse Variation

 ������ �����  �������
:������� ������� ������� �� ��� ����� ���� ���� ��−�� ������� �

  � = � ����� � = � �
  � = � ����� �� = � �

  ��� = � ����� � = � �
������ ������� ����� �� � ������� ������ ��� ��� � ���� ���� �� ,�� �������� �

  �� ,��    ,    �� ,�� �
  �� ,��    ,    �� ,�� �

 �� �� = ��� ���� ���� ,��� F���� �� � ����� ������ ���� � ������ ��� ����� ��� ��� ���  �
���� � = ��� F���� �����

  ���� � = F���� ���� ����� ���� ����  � � �  
 ���� �� = F���� ���� ����� ���� ����  ���  

 � � ���� ��� � ,� �� ������ ���� ��� �� � ���� ,���� �� � ������� �������� � �� ,�� �������� �
� ������ ��� ���� ���� ������� ����� ������� � � ���� �� � ����I
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:�� �� �� � ���� ���� ��� ,� ������ �� ���� �� ���� ���  � � � �
 ������ � ������ � ���� ��� ��� ��   
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 ������ ��� ��� ���� ������� ���� ����  
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 �������� �� �� ������ ����  
 
 

 ��� ������� �� ������ ����� ���� � ��� ������ ��� ���� ��� ��
������� ��� ���� ���� ,����� ����

��� �� ������ ����� ,��� ��� ������� ���� ����� ���� �
�

������ ���� �������� �������  
 
 

 �M� ��� ��I � � ��� ,� �  π = � ������� �M��� ��� ������� �������� ����M��� ��� ��� ���  �� *

:��� π�� :����M��� ��� ��� ���� ��������� ��� ,����M��� �����
  � � � ����� ��� ���� � � �  

  ��� ��� =  ����� ��� �� ������� ���� ���� ���
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 ������� ����� � �������
������ ������� �� ����� �� � ������� ������ ��� ��� ��� ���� �� ,�� �������� �

  ��� ,��    ,    �� ,�� �
  c�� , �

�m    ,    c� , �
�m �

� ������ ��� ���� ���� ������� ����� ������� � � ���� �� � ����I � � ���� ��� � ,� �� ������ ���� ��� �� ����
� �
��� ����
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 �

?������ � � ���� ��� ������� ��������� �� �
  �

�
�
�  = �

�
�
� ���     �

�
�
�  = �

�
�
� � � �  

  �
�

�
� = �

�
�
� ����  

 ���� � �
� ������ ��� ���� ������ �� � ����� ������ ��� ����� ����� �M�� ��� ����� �����  �

�������� �� ������� ��� F���� ���� ����� ������ �� �����
  ?������ ��� ���� ���� ������ ���� ����  � � �  

?������� �� ����� F���� ��� ��� ����� ������ �M�� ���� ������ ����� ������ ��  ���  
 ��M��� ����� ���M��� ��� �� ���� �� ,����� ���� ����� ����� ������ �� ��� ���M� ���� �

 ��M��� ��� �� ���� ����� �� ����� ��� � ���� ������� ��M��� ��I ��� ��� �� �� × �� ����
  ������ ��� �� ������ ����� ��� ���� ?����� ?��� ��� �� ����

 ���� ����  ���� � ���� ��� ����� � ��� ������ ���� ��I ��� � �� ���� ���� ������ ��� ��� �
  ?���� ������ ������ ��� � ��



��

������� ������ ������
�������� ������ ���

:����� �
� ��� � = �� − �� ��� ��� �

 �� � � �  �� ����  �� ���  �� � � �  
:����� �� + � ��� � = �

� ��� ��� �
 � ����� ��� ��� � ��� ��� � � �  �� ����  �� ���  � � � � �  

:����� �� ��� �∝ ��� ,�∝  ��� ��� �
���� ����� ×  ���  ���� �����  � � �  

 ���� �����
�  � � �  ���� ����� × � ����  

:�� ������� ������� ���� ��� �� = �
�  ���� ��� �

�− = �   ,   � = � ���  �� = �   ,    �
� = � � � �  

 � = �   ,   �− = � � � �  � = �   ,   � = � ����  
:����� � ��� ����� � �� ,� ,� ,� ���� ��� �

 �� � � �  �� ����  �� ���  �� � � �  
:�� ������� ���� ���� ������� � ,�� ,�� ,�� ������ �� �� �� ��I ��� ���� ����� �

 � � � �  � ����  � ���  � � � �  
:����� � ��� ������� ����� ���� � ,�� ,� ,��� ���� ��� �

 �� � � �  � ����   �
� ���  �� � � �  

:����� � ��� ������ ����� � �� ,� ,�� ���� ��� �
 �
��F�  ± � � �  ��F�± ����  ��F�± ���  ��F�± � � �  

:����� �� + �
� − ��  ��� �

� = �
�� ���� ��� �

 �
�� � � �  �

�� ����  ��
�  ���  ��

�  � � �  
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:����� �� ���� �
� ��� ������ � ,� ��� � = ��� + � �� − ��� ��� ��� ��

 �−
�  � � �  �−

�  ����  �� ���  �� � � �   
:����� � ��� ,�� ��� �� ������� F���� ��

 � ���± � � �  ���± ����  �� ���± ���  �� ���± � � �   
:����� � + �

�  ��� ���  = �
� ���� ��� ��

 � + ��
�  � � �  �� + �

�  ����  � + ��
�  ���  �� + �

�� + �  � � �   
:����� � � ��� �� = � ����� � = � , �� ∝ � ��� ��� ��

 ��� � � �  �� ����  ��� ���  ��� � � �   
:����� � + �

��  ���  �
� = �

�  ���� ��� ��
 �� � � �  �� ����  �� ���  �� � � �   

:����� �� ��� ����� � �� ,�� ,�� ,� ���� ��� ��
 �� � � �  �� ����  �� ���  �� � � �   

:����� �� − � ,��� − � � ,��� + � �������� ������� ������ ��
 
��� − ��

� + �  � � �  
��� + ��

� − �  ����  �� − ���
� + �  ���  � − �

��� + �� � � �   
:��� �� = � ���� ��� ��

 � ∝ � � � �  ��  ∝ � ����  �� ∝ � ���  �
�� ∝ � � � �   

:����� � ��� � = � ����� ���� ,� = � ����� � = � ����� � ∝ � ��� ��� ��
 �� � � �  �� ����  � ���  �� � � �   

:����� ��� − ��
�� − ��  ���   ���  = �

� ���� ��� ��
  �� � � �  ��  ����  ��� ���  ��  � � �   

 ����� � = � ,� = � ����� �� = � ����� � ∝ � ,���� � ��� � + � = � ���� ���  �� *

:����� �− = � ����� � ���� ��� � = �
 �� � � �  ��− ����  ��− ���  ��− � � �   

:�� � ����I ������ � ������ ��� � π� = � ����� �M� ����� ��
 π � � �  �  ����  π ���   � � �   
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:��� ��� �� ������ ���� ��� ,� ������� ��� ������ �������� � ������ ��I ���� ��
�� = � + � ���  �� = � − � � � �   

 � ∝ � � � �   �� ∝ � ����   

��� �� − ��� � = �� + �� ��� ��� ��
�� ∝ � ���  � ∝ � � � �   

 � ����� ��� ��� � ��� ��� � � �  �� ∝ � ����   

 � �� + �
�� + �� ������� ������� ������ ����� , � + ��

�� + �� = �
�� ��� ��� ��

 
 ������ ���� ��� ,���� ��M�� �M� ��� ��I ���� �� ������ ��� ������� ��� ������ ������ ��

 �� ,� ,� �� ������ ����� ,�� ��� = � ��M�� �M� ��� ��I ���� ����� ����� ��� = �����
��� ��� = � ���� ����� ����� ������ ����

 
�� ��� ��������� ��� ������ �M� ��� ��I� ��� ����M��� ��� �� ������ ���� ��� ��

:������� ����� � ������ ��� ���� ,� ��π = �
   �� ���� ���� �� ,� ��  � � �
  �� ���� ���  � ,� ��  ���

� � + ��
�� + ��  ������� ������� ������ ����� �  ,�  ,� ������ �� ������� � ������  ��  ,�  ,� ���� ��� � � � ��

 

 ����� �� �������� ��� ���� ���� �� ,��� ��� �� � ��� ���� ���� � ����� �� ���� ���  � � �  
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�������� �����
���� %�� �� ����� ��� ���� ������� �� ������ ������� ����� �� �������� ��� ���  �

?����� ��� ���� ��� �%�� �� ��� ���� ���� ������ , ������� �� ������ � ���
����� ,������  ,  ��− ,�−� :�� � ,  ��M���� ��������   � � � �

?��� ?����� ������� �� ���� �M�� � ,� ,  U����� ���� ��� �� ����� ���� ��   
:U����� ����� ������� � � � �� ������ ��� ��� ���  

 ��F �+ � ,� � �  ,  �� + �F ,� − �F � � ��� � ,�   
 ����  ,  ���� �  ,  ����  ,  ���� � ��� � ,�   

 ���� ����� ����� %���� ����� ����� ����� �� %��� ��������� ����� ��� ���� ��� �����  �
 ?�������� ��� ������ ��� ��� ��� �� ������ �����

 :��� ��� �� �� ���I ���� ���� ���� �� �
 ��������� ����� � , ������� ���� ��� �  � � �  

 ������ ��� ��� � ,���� ��� ��I �  ���  
������� ����������� ����M��� ��� ��� � ,��� ���M� ��� ��I ����M�� ������ �  ����  

 ����� ������ � ������ ��� ����� ���� ���� �� ������ ����� ������ ,������� ���� �� ��I ����  �
 ������� ���� ��� ,����� ���� ����� ��� ����� �� ��I ���� ��� ��� ��������� ������� ���� ��� %�

?����
 �������� ��� ����� %�� ��� ����� ,��� ���� �� ����� ����� ��� ���� � ����� ������ ���� ����  �

 ���� �� ��� ,����� ���� ����� ��� ����� ��� �� ������ ����� ����� ��� ����� ��� �M�� ���
 ?���� �� ���� ������ ��� ���� ��� ������� ��� ���� �� ���� ���� ���� ����
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Similar Polygons
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������ ���� ������� ���� ����� � ��� � ���� ��I ���� � �� �   � *
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 ������ ��I �� ������ �� �� ����� ����� � �������� ���� � ����� ���� ���� ����� ����� ����  �
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 ������ �� + �� � , � + � ������ ��M��� � �� �  �
:������� ���� ������� ������ �� � ���  

, �+�
�  = �  

 �������� ����� �� ���� ���� ��� �  
 �� � ,� � � ,� �� � ������� ����� ���� � � �  

 �������� ����� ������� �� ���� ���  

 ������� ��� ��� �� ����� ����I ����� ���� ��I� ,������ � �������� ������ � ���� ���  �
?���� ��M��� �� ����M�� ����� ���� ��M���� �� �� ��� �� ������ � ��� �� ����M�� ��I ���
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 ������� ����� � �������
 ��I ����� ,� ��� �� ���� ���I ���� ���� ��� ��� ,����M�� � ���� ��� ����� � ������ ������ ��  �

������� ��M��� ������ � ��M�� �� ������� ���� ���� �������� ���M� �� �� � �����
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�� � × �� � ��M��� ��� �� ���M� ���� ����� ��� ���� �
?����� ���M��� ��� ��� �� ��� �� �� ��I ��� ���� ����

 ��� � ��� ,�� � ��� �� ����� ��� ���� ����� �
������ ���� ����� ������ ����� ��� ���� ���� ���� ����� ,��� ����� ���  

��� ����� ���� �� ������� ���M��  � ������� ���� ���� �� �   � *
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� ��� ?������� ������ ����M��� ������� ����� ����� �� ��  ���  
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 �� � Δ  � � �Δ :���� ���� � � � ����� ����� �������� ��M��� ������ ��� �  ������ ����  � *
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    : ������� ��������       : ������ ��������

������� ����� ������� � �������
Similarity in Right Triangles
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:�� �� �� � � ���� ���� �

�

����   ��� �
� �

  � � �

:��� �� � ���M��� ���� ���� F��� � ���� �

��

�

��

  ��� �

� �

  � � �

�� ���
�−�



��

 ������ ���M� �� ����� ���� ������� ���� ����� � ����� �� ������� ��� �� ������ ������ ��� ���  � *

 ������ ��I ���� �� ,����� ��I ����� ,�F� ����� ������ ��I ��� ���� ,�:� �����I ��
������� ������

  
:������� ����� �� �� � ���� F��� � �  ,  �  ,  � ��� ���� �

   ���

��
�

� + �

 � � �  

�

�

�
�

 ������ ������ ��I ����� ,�� �� ����� ��� ��� ��� ��I ��� ��� ������ ������ ���� �� �   �
������ �� ������� ��� ��

  
  = � ���� ������ ����� � �

� ���  �� � � �  
� � � �  �� ����  
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��
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 ��� � Δ Δ   Δ

������� ��� �� ������ ������ �� � �� ��� ��� :������� �����  � *

:U����� �������� ����� ,�� �  ������� ���� ����� � ����� ��
,��� ,��  ,�� ,��  ,�� ,�� :������ �� ��  , � , �
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�
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 �M� ���� ,����� � ���� �M���� :����� ����� �
 ����� ���M�� �� ������� ���� ��������� ����

 ����� ���I �� ��I��� ��� �� , �������� �����
 �� �M��� ���� �� ����� �� ������� ����� �� ����
 ������ ����� �� ���M�� ���� �� ����� ��� � ������
?�� � ⊥ ��  :�� ���� ����� ���M�� �� �������

:������� ����� �� �� � ���� F��� � � , � , � ��� ���� �

��

� + �   ���  � � �

��

�
� �

���� ������� �� �������� ����� ���� � *
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    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
�−�

������� �������� ���������
Proportions and Similar Triangles

 ������ ����� � �������
�(�)� = (�)� :��� ���� ����� ����� ���� ���� ��

�

��
�

�
� ����

�
�  � �  = ���

� ��  ����  � �  = �� �
� �   ���  � �

��  = � ��  � � �  

�� ���� ���� �
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�

�
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  � � �

 ����� ����� ����� ����� ���M��� ��I ���� ��� �� ,�� �� ������� ���� ���� � ������� ���� ��I  �
 �������� ������� �����

 
�������� ��� ������ ����� ���� �� ������� ���� �� ���� �� �� ����� ���� ��� � *

����� ���� ���� ������� �� ������ ����  � � �  
 ������� ��� ?����� ��� ��� ��  ���  

  
 �� ������ ����� ���� ���� ����� ���� ����  � ��� ��I ��� ��� ��� � , �� � ���I ���M�

����� ����� ������ ���I�� �� ����� ��� ��� ����� ����� ����
  

��

��
� + ��

�� − ��

   �� ���� ���� ����� � �
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 ������� ����� � �������

:���� ,������ ����� � �
  ��� � � �  

� ���

� ���
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�
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�

� � ���

� ���

        �� ���  
�� ���� ���� �

� �
� �� �

� − ���   ��� �

� + �� + �
� − �   � � �

������� ������ ������ ������� ����� � �������� :������� ������� ��� ���� � *

� � �
���  = ���

� �� ���� , ��� �� � ���� �� ��� ���  
�� �M�� � � �� �M�� � � ���� :�����  

�

��

���

��
�

�� �� ��M�� ���� ��� �� ��� ��M� :����� ���� �
������ � �� ����� ����� ���� ���� ����� ���� ����� ����� F�� ��� ���  �

� �� ��

�

 ��  ,� :������ ��I �����  
�(�)� = (�)� :��� ���� ����� ����� ���� ���� �

��  = ��
� �  � � �

��  = � �
 �h
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 �h

 ����

�

�

��
�

�
� ���

�

�
�

 
��  ���� �h  ,�� �h ����� � �
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    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
�−�

����������� ���������� ��������� U����
Mathematical Patterns and Sequences

 ������ �����  �������
�������� ����� ���� �� F���� ����� �� ,�� �������� �

��� ,�� ,�� ,�� ,�� ,�� �

��� ,�� ,�� ,�� ,� ,� �

������ ��� ���� �� ,������� ��� � �������� ���� ���� �� ,�� �������� �
  ���� ,� ,� ,� ,�− ,�−� �

   ���� , �
� ,� ,�� ,���� �

���� ���� �� �������� ��� ��� ���� ���� �� ,�� �������� �
  ���� , � ,� ,� ,� ,�� �

  ���� ,�� ,�� ,�� ,� ,�� �

����� ������ ����� ���� �� ���� ���� �� � �������� ���� �� �� �� ��� ��� �� � ��� ��−�� ������� �
  � = �� ,� + � − ��� = �� �

  �� − �� � �
� = �� �

  � + ��� = �� �
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������ ������� � ��������� ������ �� ����� ��� :���������� � ������� ��
 

������ ������ ��
�� ��� ���� ��������� ���� ����� ���� ������ ������� �� ���� ����� ����  � � �  

������ ���� ��������� ��� ����� � �������� ���� ����  ���  

�������� �� ��� �������� ������ ��� ����  ����
  

FM��� ����� �������� ������ ������ ���� :������ �� *

� ,� ,� :����� ����� � � ���
�� �� ��

  ������� ����� ����� ����  � � �

���� ?�������� ��� ���� �� + ��� �
� = �� :����� ������ ��  ���

  

���� ?�� ������ ��� ���� ����� �� ,� + � − �� = �� ������ � :���� ���� �� *
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 ������� ����� � �������

�������� ����� ���� �� F���� ����� �� ,�� �������� �
 ��� , �

�� , �
�� , �

� , �
� , �

�  �  ��� , �� ,��− ,�� ,�− ,� �
������ ��� ���� �� �������� ��� � �������� ���� ���� �� ,�� �������� �

  ���� , �
� ,� ,�� ,�� ,��� �   ���� , �� ,�� ,�� ,�� ,��� �

��� ���� �� �������� ��� ��� ���� ���� �� ,�� �������� �
  ���� , �� ,�� ,�� ,� ,�� �  ���� , �

� , �
� , �

� , �
� , �

� � �
����� ������ ����� ���� �� ���� �� � �������� ���� �� ���� ��� �� � ��� ��−�� ������� �

 �� + ���� − �� = �� �
  �− = �� ,� − �� �− = �� �

  � − ���− = �� �
�������� �� � ������ ������ ����� ������ ��M��� ������ ������ ���−��� �������� �

   � + ��� − ��� = �� , �− = �� ��
  ��� + �� = �� ��

��M�� �� ��� ��� ��� ,��� �������� �
�� = �� �� ���� ,�� ,� ,�� ��������� ����� ��� ��

� ��� �� ���� ,�� ,� ,� ,�� ��������� ����� ��� ��
 ������� ����� ��� �� �− = �� ,� + � − ��� = ��  � ��������� ������ ������� ����� ��� �� ���� �� *

 :�� �− = �� , � + � − ��− = �� � ��������� ������
�− ���  �+ ����  � ���  �� � � �  

 :�� ��� + �� = �� ����� ������ ���� ��������� � ��������� ������ �� *

� = �� , ��� + � − ��F� = �� ���  � = �� , ��� + � − ��� = �� � � �  
� = �� , � + ��� − ��� = �� � � �  � = �� , � + � − �� = �� ����  
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�−�

�������� ��������
Arithmetic Sequence

 ������ �����  �������
������ � ��� ���� ���� ��� ?������� ��M��� �������� �� �� ,�� �������� �

  ���� ,�� ,� ,� ,�� �
  ���� ,��− ,��− ,��− ,��−� �

��������� ����� ��� ���� ������� ������� �� � �� ,�� �������� �
  ���� ,�� ,�� ,�� ,��� �

  ���� ,��� ,��� ,��� ,���� �
�������� ������� �� � � ���� �� ,�� �������� �

  ���� ,� , � ,��−� �
  ���� , ��

�  , � ,��
� � �

������ F���� ���� �� ,�� �������� �
  � = � + �� , � = � − �� �
  � = � + �� , �

� = � − �� �

:�M�� ���� �
?����� ���� �M�� �� �� �� ���� ,� ,� ,�� �������� � ����� ��� �� ���� ���  

 
:������� �������� �� �� ������ ��� ���� ��

  � =  , �� = ��� � � �  
  �− =  , �� = ��� ���  



���

���������� ������� ����� ������ ���� ������� ��� ,��� ,��� �������� �
  ���� ,�� ,�� ,�� ,� ,�� ��

  ���� ,��− ,��− ,�− ,�−� ��

�  ������ �� ���� ��� ���� ������� ������� �� � ,��� ,��� �������� �
  ��� ,�� = �� ,� = �� ��

  ��� ,�� = ��� ,�� = ��� ��

  :�� �� �� � �� ����� � ��� ����� � ���� �������� �������� �� *

���� ,�� ,�� ,�� ���  ���� ,�� ,� ,� ,�� � � �   
���� ,�� ,�� ,��� � � �  ���� ,�� ,� ,�� ����   

 ���� ���� ����� ����� ���� ��� �� ����� ����� ���� � ����� ���� ��� ���� ������� ������� ��
  :�����

��� � � �  ��� ����  �� ���  �� � � �   
:�� �� ������� �� ���� ���� ���� ��� ,��� �������� �

 � ��
�  ,��� , �

� , �
� , �

� � ��
  ������ , ��� ,� ,����− ,���−� ��

  ���� ?��� , ��� ,�� ,�� ,��� :�������� ���� ��� �� � � � ��
 ������ ��� ���� ����  ���  

�� ���� ,� =  ����� ,��� = ��� ������� ������� � ��
 

����� ,� ,� ,�� �������� �������� �� ���� ����� ����� ���� ���� ��
 

��� ���� �� �� ��� = ���� ,� = �� ��� �������� �������� � ��� ������� ��� ���� ��
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?��− ������ ����� ���� ,� ,�� ,��� �������� �������� �� ���� ���� �� � ���� ����� ���� � ��� �� ��
 

 ���� �� ���� ������ �� ���� ���� ��� �� �� ���� ���� ���� � � ����� �� ��� ���� ��� ��
?� ��� �� ���� ���� ��� ��� ���� ��� � ������ ��� �� ������ � ������ ����� ����� ����

 
�� + ��� = �� + ��� + �� + �� = ��� ��� ������� ���� :������ �� *

  �������� ������� ���� �� ����  � � �  
  ����� ����  ���  

 ������� ����� � �������

������ � ��� ���� ���� ��� ?������� ��M��� �������� �� �� ,�� �������� �
  �� ,� ,� ,� ,� ,�� �

  ��� ,�� ,�� ,� ,�� �
��������� ����� ��� ���� ������� ������� �� � �� ,�� �������� �

  ���� ,�− ,�− ,� ,�� �    ���� ,��� ,��� ,��� ,���� �
�������� ������� �� � ������ ��� ���� �� ,�� �������� �

  ��� ,  ,��� �    ����− ,  ,���� �
������ F���� ���� �� ,�� �������� �

  ��� = � + �� , ��� = � − �� �
   � + � = � + �� , � = � − �� �

  ��− =  ,�� = ��� :�������� �� �� ������ ��� ���� �



���

���������� ������� ����� ������ ���� ������� ������� ��� ,��� ,��� �������� �
 ���� ,�− ,�− ,�− ,�−� ��

 ���� ,�� ,�� ,� ,�−� ��
:������� ���M���� � ����  ������ �� ���� ��� ���� ������� ������� �� � ��� ,��� �������� �

  �� = �� , � = �� ��
  �− = �� ,�� = �� ��

������� ��� ���� ,������� ������� ���� ����  ��� ,��� �������� �
  �� + ��� + �� + �� + � ��

  �����−� + ��� + ���−� + �����−� + ���−� ��
  ��� ���� ������ ����� �������� ������� �   � ���− = ���� ,�− = �� ��� ��� ��

  �� ���� ,�− =  ����� ,��� = ���� ������� ������� � ��
  ���� ,�� ,�� ,��� �������� �������� �� ���� � ��� ������ ���� ���� ��

 ���� � ���� ���� �� �������� ���� ,��� − ��� �
� �� ������� ������� �� ���� � ��� � ���� ��� ���  �� *

  �� ����� ������ ��� ���
 ��� ,� ������� �� ������� U���� ����� ���� ��
� �

�  ,�− ������� �� ������� U���� ��� ���� ��
:������� ������ ���� ��� ,��� ��������� �� :����� �� �������

:�� ��− ����� ���� ��� ���� ���� ,�− ,� ,�� ������� �������� �  ��
�� � � �  �� ����  � ���  � � � �   

:�� U����� ��� ��� �� ,� ������� �� ������ U���� ���� ������ ��� ��
�� ,�� ,� ���  �� ,�� ,�� � � �   
�� ,�� ,� � � �  �� ,�� ,� ����   



���

    : ������� ��������       : ������ ���������� ���
�−�

�������� ��������
Geometric Sequence

 ������ �����  �������
������ ���� ���� ���� ��� ?������� ����� ��������� �� �� ,�� �������� �

  ��� ,� ,� ,� ,�� �
  �� ,�− ,� ,�− ,�� �

����� ������ ����� ���� �� �������� ������� ��� ��� ���� ���� ��−�� �������� �
  �− =  ,� = �� �

  �
� =  , �

� = �� �

��������� �������� � � ���� ���� �� ,�� �������� �
   � ��

��� , �
�� ,�, �

�� �

  ���� ,��� , � ,� ���� �
������ ��� ���� �� �������� �� ������� �������� ���� ��� �� � ��� ��−�� ������� �

  �  ,��� ,��� ,�� ,��� �
  �  ,�� ,�� ,�� ,��� �

  �  ,� ,� ,�� ,��� �
:���� ���� ,��� ,�� ,�� ,�� �������� �������� � ��� ,��� �������� �

  ������ ��� ��
  ������ ��� ��



���

�������� ������� �� � ����� ��� ���� ��� ,��� �������� �
  �

� =  ,� = �� ��
  �

� − =  ,�− = �� ��
��������� �������� ����� �������� �������� ���� �� ������� ������� �� :���������� � ������� ��

  
  

   ���� = �� ,��� = �� ��� �������� ��������� �� ���� ��� ���� ��
:��� �������� ��������� ���� ���� ���� ��� ,��� �������� �

  � = ����� ���   �
� =  ,� = �� ��

  � = ����� ��� ��� =  ,�� = �� ��
��M� �� ��� ��� ���−��� ������� �
 ������ ������� � �

� , �
� , �

� , �
� ,�� ��

 � = ��� ��� �
� =  ,� = �� ���� ������ ������� ��

 � �� � ���� ���� ���� ,� ,� ,��� ����� ������ ������� �������� � ��
:������� ������ ���� ���−��� �������� �� :����� �� �������

=  ��� ������ ������� ������ ,�� ,� ,� ,���� ���� ��
F�� �

�− � � �  ��− , �
� ����  �− �� � ���  F�� � � � �   

:�� ��� ����� � ��� ����� � ���� ������� �������� ��
���� ,��� ,��� ,������ ���  ���� ,�� ,�� ,�� � � �   

�� × � = �� � � �  � − �� � = �� , � = �� ����   
  :�� � ,� ������� ������ ����� F����� �� ,� ������� ������ ������ F���� �� ���� ��

��� � � �  �� ����  �� ���  ��− � � �  



���

 ������� ����� � �������

������ ���� ����� ���� ������� �������� �� ,�� �������� �
   ����, ���� ,��� ,� ,��� �

  ���� ,���� ,��� ,�� �
����� ������ ����� ���� �� ����M���� � ���� ������� ������� ��� ��� ���� ���� �� ,�� �������� �

  ��� =  � = �� �
  ��� =  � ��� = �� �

�  ����� ��� ���� �� �������� �� ������� �������� ���� ��� �� � ��� ��−�� ������� �
  �  ,��� ,�� ,�� ,��� �
  �  ,�� ,��− ,�� ,�−� �

 �  ,� ,� ,�� �
����� ����� ��� ����  ������� ����� ���� ������� ������� �� � �� ,�� �������� �

  � ��� ,���� ,  ,  ,  ,����� �
  � ��� ,���− ,  ,  ,  ,�−� �

:���� ���� ,��� ,�� ,�� ,�� �������� �������� ���� ��� ,��� �������� �
  ��� ������ ���� ��    ������ ���� ��

�������� ������� �� � ����� ��� ���� ��� ,��� �������� �
  �

� =  ,� = ��� ��
  �

� =  , �
� − = ��� ��

  �
�� = ��� , �

� = �� ��� �������� �������� �� ���� ��� ���� ��
:��� �������� ��������� ���� ���� ���� ��� ,��� �������� �

  � = ����� ��� , �
� =  , � = �� ��

  � = ����� ���  , ��� =  , �� = �� ��



���

������ ������ ������

������ ���� ���� �� ������� ��� � �������� ����� ��� ���� ���� �� ,�� �������� �
  �  ,��� ,�� ,�� ,�� ,��� �   �   ,�� ,�� ,�� ,�� ,�� �

����� ���� ,����� ��� ���� �� �������� �� ������� ������� �� ���� ��� �� � ��� ��−�� ������� �
  ���� ,�� ,�� ,�� ,�� ,��� �

  ���� ,�� ,� ,� ,�− ,��−� �
  ���� ,���− ,��� ,��− ,�� ,�−� �

� ������ F���� ���� �� ,�� �������� �
  �� = ��� , ��− = �� �   �� = � + �� , � = � − �� �

  ��� ��� ���� ���� �� �������� ������� ���� :������ ������ �
��������� �������� � ���� ����� ����� ���� ��� ,�� �������� �

 �
� =  ,���− = ���� ��   �− =  ,� = �� �

��������� �������� � ���� ����� ����� ���� ��� ,��� �������� �
 �− =  , �� = � � ��   � =  , � = � � ��

��������� ���������  � ������ ��� ���� ��� ,��� �������� �
  ��� ,� ,   ,�� ��   � �

�  ,��� ,  ,�� ��
������� ���� �������� �� ������� ������� ���� ���� ��� ,��� �������� �

 ���� + ��� + ��� + � ��� + � ��� ��   ��� + ��� + �� + � + � ��
  :����� � ��� ������� ������� �� ,� − �� , ��� ,� ,� ���� ��� �� *

�� � � �  � ����  �� ���  �� � � �  
     ��� , �

� ������� �� ������� U���� ��� ���� ��
    ��− , �

� − ������� �� ������� U���� ��� ���� ��



���

�������� �����
��� = ���� ,�� = ��� + ��� + ��� :�� ��� ������� ������� ���� �

 ������ �� ���� ��� ����   

��� ����� ���� ������� ����� ��� ������ ��� ������� ������� ���� �
��
�  − = �� + �� + �� ,�

� = �� × �� :��   
 ������ �� ���� ��� ����   

 :�� ��� ������� ������� ������ �� ���� �� ,� ,  ������ ����� ���� ���� �
��� = ��� + �� + �   ; �� = �� + � +   

:�� ��� ������� ������� ������ �� ���� �� ,� ,  ������ ����� ���� ���� �
�� = �� − � +  � ;�� = �� + � +   

� � � ��� :�� �� �������� ����� ����� ������� ���� �
�� = �� ,� + ��� = �+��   

��    ,     ��    ,  �� ��� ���� � � �  
� + �� = �� :�� �� �������� ����� ����� ���� �������� ���� � � � ��� ���   

 ��     ,  ��     ,  ��    ,   �� ��� ���� ��  
 �� ���� ���� ������� ������� �� ���� �� ������ ,� � � ��� ��� ����� ���� �+��

 ��  �� ����  ��  
������ ���� �������

�F�� � ����� �� ����� ��� ���� ����   
�F�� � ����� �� ����� ��� ������ � � �    



äÉ¶MÓe

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



äÉ¶MÓe

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



äÉ¶MÓe

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



äÉ¶MÓe

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 






